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Préface

Ce document est écrit pour les étudiants de 1’Université de Ottawa qui prennent le cours “Méth-
odes Mathématiques I MAT1700”, en Francais. Ce document represente mon expérience de
I’enseignement du cours MAT 1700 pendant plusieurs années. Il apporte des rappels des éléments
de base de calculs, une introduction au calcul différentiel et intégral en dimensions un, ainsi qu’une
introduction au calcul différentiel et I’optimisation des fonctions de plusieurs variables. De plus,
ce document apporte un nombre significatif d’exemples et de problemes, visant a améliorer la
compréhension des notions de base et I’application des outils de calculs dans domaines différents,
tels que gestion, finance et physique.



1 Revision des concepts de base

A la fin du ce chapitre 1’étudiant
v/ aura une revision des nombres réels, des fonctions, des équations et des inéquations,

v’ sera introduit a la modélisation et la solution de problemes réels simples.

1.1 Notations et quelques résultas élémentaires
1.1.1 Nombres, intervalles

* L’ensemble des nombres entiers positives est noté par N. Donc, N = {1,2,...}.

L’ensemble de tous les nombres entiers est noté par Z. Donc, Z = {..., —2,—1,0,1,2,...}.
Remarquons que N est inclu dans Z. Nous écrivons N C Z.

L’ensemble des nombres rationnels est noté par Q. Donc, Q = {B, p,q € Z}. Notons que
q
ZCQ.

L’ensemble des nombres réels est noté par R. Remarquons que R contient Q, et beaucoup
plus de nombres, tels que 7, V2, e, etc.

Si a est un nombre réel, on écrit ¢ € R.

En terme de 1’inclusion, on a

NCZcCcQcCR.

* Les nombres réels sont ordonnés, c’est-a-dire un est plut petit (ou égal) que 1’autre.

Notemment, si a,b € R, on écrit:

a<b ssi b—a>0 (ou a—b<0),
a<b ssi b—a>0 (ou a—b<0).

* Pour a,b € R, avec a < b, les intervalles de R avec des extremités a et b, sont notées par
(a,b), [a,b), (a,b], [a,b].
Si un, ou les deux, de a et b sont =00, on note
(—00,a), (—o0,a|, (b,+), [b,+00), (—infty,+o0)

les intervalles respectives.



1.1.2 Fonctions, domaine de définition, image et graphe de fonctions

* Par définition, une fonction est une loi, ou correspondance, qui a tout élément d’un ensemble
X associe un seul élément de I’ensemble Y. Symboliquement, une fonction f est presentée
par

f: X = Y
z = y=f(z),
ou X est’espace (ensemble) du départ, Y I’espace d’arrivée, f estlaloiquiax € X associe

la valeur y € Y. Généralement on écrit y = f(x) sans préciser les ensembles X et Y de la
fonction f.

Exemple 1.1 Soit [ une fonction donnée par
f:R — R,
r — y=3r—1
Ici, X =R, Y =R, et f(x) = 3x — 1, associe a tout x € R la valeur unique f(r) = 3z — 1.

Notons, qu’en général, la fonction f n’associe pas nécessairement une valeur f(z) a tout
r e X.

Exemple 1.2 Soit f donnée par
f:R — R,
r — y=+1

Ici, X =R Y =R, et f(x) =/, associe a tout x > 0 (et pas a tout x) la valeur unique

f(2) = V.

* Domaine et I’image d’une fonction

L’ensemble des = € X pour lesquels f(z) est défini s’appelle “domaine de f*, et est noté
par Dom(f).

L’ensembles des valeurs f(x) pour tous les € Dom(f) est appellé “I’image de [ et est
noté par Im(f). Donc, Im(f) = {f(x), x € Dom(f)}.

* Une fonction peux étre donnée par un tableau ou par un graphe. Mais plus souvent, ce qui
sera le cas dans ce cours, une fonction est donnée par une formule de la forme y = f(x). Par
example y = 3z? — 1, donc ici f(z) = 3z% — 1.

On remarque qu’ici on précise uniquement la loi f. Pour étre précis il faut donner aussi les
espace du depart, d’arrivée, le domaine et ’image de f. Souvant, dans ce cours, I’ensemble
X estY seront R.

* Quelques examples de fonctions élémentaires sont les suivantes.



1. f(z) = ¢, avec ¢ € R, dite “fonction constante”

2. f(z) = ax + b, avec a, b € R, dite “fonction linéaire

3. f(z) = az® + bz + ¢, avec a.b, c € R, dite “fonction quadratique”
4. f(x) = |x|, dite “fonction valeur absolue”

5. fx) =14

6. f(x) =x% avec z # 0, o € R, dite “fonction puissance*

Exemple 1.3 Soit f(x) =3z + 7. Ici f : X — Y avec X =Y = R. De plus, Dom(f) =R
parce que f(x) est bien définit pour tout x.

Que vaut Im(f)? Ici Im(f) = R. En effet, soit y € R. Peut-on trouver x € R tel que
f(z) = y? Pour ceci on resout 3x + 7 =y, d’oi x = (y — 7)/3. Donc, quoi qu’il soit y il
existe un x tel que f(x) = y. Ceci montre que Im(f) =R.

Exemple 1.4 Soit f(z) = Va—1. Iei f : X — Y avec X =Y = R. Dans ce cas
Dom(f)={z€R, 2 —1>0}={x>1} =[1,+0c0).

Que vaut Im(f)? Ici Im(f) = [0,400). D’abord Im(f) C [0, 400) parce que \/xr —1 >0
pour tout x € Dom(f). Montrons qu’au fait Im(f) = [0, +00). Pour ceci soit y € R et
trouvons x € Dom(f) tel que f(x) = vy, donc /v —1 =y, ou v = y*> + 1. Donc, quoi
qu’il soit y € [0,+00) il existe un v = y* +1 > 1 tel que f(x) = y. Ceci montre que
Im(f)=10,+00).

Graphe d’une fonction

Etant donné une fonction, le graphe de f est I’ensemble des points G(f) = {(z, f(z), = €
Dom(f)}, dans le plan cartésien.

En général, le graphe d’une fonction est une courbe. Si la fonction est linéaire alors son
graphe est une droite, et si la fonction est quadratique alors son graphe est une parabole.

On trace le graphe d’une fonction en tragant les points (z, f(z)), pour certain x et ensuit on
lie les points obtenus de facon lisse.

Example 1.5 Tracons le graphe de la fonction f(x) = 2% — 2.

On évalue f(x) pour certains x comme dans le tableau ci-bas

x| =2

~1 2 3
fx)| 8 3 0 3

0 1
0 —1
Ensuite, on trace les points (z, f(x)) et on les lie de facgon lisse comme dans Figure 1.

Etant donné y = f(z), on dit que (0, £(0)) est I'intercepte vertical de f. Les intercepts
horizontalles de f sont tous les points (x, 0) avec z satisfaisant f(z) = 0.
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Figure 1: Le graphe de f(z) = 2? — 2x

1.1.3 Opérations avec les fonctions
* Opération algebriques

— Etant donné deux fonctions f et g, et deux constants a,b € R, on peux definir les
fonctions nouvelles

(af +bg)(@) = af(2) + byle),  (f9)(x) = F(a)g(a), (f) (@).

9

— Avec les fonctions on peux faire toute opération algebrique, c.a.d. on peut combiner
les fonctions par les opérations de 1’addition, soustraction, multiplication, division,
puissances et racines.

* Composition des fonctions

— Soient f et g deux fonctions données. On définit les fonctions, dites composées, comme
suit

foglx) = flg(x), goflx)=g(f(z)).
La fonction f o g est appellée “fonction composée de f avec g”.

Remarque 1.1 Pourquoi on considére la composition d’une fonction?

Soit t le temps apres ’an 2000, p(t) = 50 + %' la population (en million) d’un pays
et R(p) = 2.1+ In(1 + 3p) le revenu en fonction de la population. Alors

Rop(t) = R(p(t) = 2.1 + In(1 + 50 + €*01),

donne le revenu en fonction de I’année t.

— En génénal, fog # go f.



+ La fonction inverse

— On dit ”f est inversible s’il existe une fonction notée f~!, appelée “fonction inverse
de f, satisfaisant

fof@)=w, VreDom(f), fofy) =y VyelIm().

— Pour que f~! existe il faut et il suffit que f soit injective.

On dit “f est injective” si f(x1) # f(xq) pour tout z1, xo € Dom(f) avec x1 # 3. f
est injective s’il satisfait la regle de la droite horizontale: le graphe de f intersecte une
droite horizontale quelconque au plus a un point.

— De fagon pratique, pour trouver f~!, on resout y dans I’équation f(y) = x. Alors,

y=[""(x).

Exemple 1.6 Soient f(z) =z + 1 et g(z) = % Alors
fogle) = flgle)=gl)+1=—+1=-17
0o f@) = o) = 75 = 715

Clairement, f o (z) # g o f(z).

Exemple 1.7 Soit f(x) = \/7=. Pour trouver f~(x) on resout f(y) = x. Ona

fly) = = it ou
Y _ . . .
m = x,; par la suit on resout y comme suit
B
L—y
y = 2'(1-y),
y(1+2%) =22,
72
Y = 1422 Py
4 z°
I

1.1.4 Equations, inéquations

* Une équation est un objet mathématique de la forme

l1—=x
x2—4

avec f(z) une fonction. Par example, f(z) = 322 — 2z + 1, ou f(x) = 42° —

10



Resoudre une équation f(x) = 0 signifie trouver tous les z € R tels que f(z) = 0.
Tout x satisfaisant f(z) = 0 est appellé “racine de f.

Example 1.8 Soir f(z) = 2*>—3x+2. Resolvons I’équation f(x) = 0. Donc x*—3x+2 = 0.
Utilisant la formule des racines de ax* + bx + ¢ = 0 on obtient

_cbEVP —dac 3+v3 412 341,

2a 2-1 2 ’

X

* Une inéquation est un objet de la forme

f(@) < g(x), ou f(x) <g(x) (ou f(x)>g(x), ou f(z)=g(x)),

avec f(z), g(x) deux fonctions.
Resoudre une inéquation, par example, f(x) > 0, signifie trouver tous les = € R tels que
f(x) > 0.

1
Example 1.9 Resolvons ’inéquation 1 — 2z < —i2_ L

On procede comme suit

1—-2x < L —; x’ [on multiplie les deux cotes par 2]
(1-22)2 < 1+,
2—4xr < 1+4n=x, [on isole x d’un cété, disons a gauche]
—Adr—x < 1-2,
—hr < -1, [on divise par —5; le signe de ’inégalité change]
r > _—1 = 1
-5 5
r > L
D

Donc, la solution est x € [%, +00).

1.1.5 Problemes

Probleme 1.1.1 Trouvez le domaine et I'image des fonctions suivantes:

(a) f(z)=—x (e) fla)=vz—17
by = 0 fe) = V=1
(c) f(z) =2’

1—2z
(d) f(z)=V1+ 2 (8) fx) =——

11



r—1, =<2 ; _ 1
(h) f(:v)z{ 2 5o (1) f(x)_a:2—7x—|—6
3 )

) () J@) =V 1

Probleme 1.1.2 Trouvez la composition f o g et g o f des fonctions suivantes

(a) f(z) = g(z) =2 (e) f(z)=2a%g(z)=2—1
1
_ i 1
() fle) =z +1g(e) = () f(@)=— gle) = Ve -1
(c) flx)=1-uz, g(z) =2?
1 l-x
(d) f(z)=+v1+2a2 g(x)=1 () flz)= 1+ g(x) = .
Probleéme 1.1.3 Calculez £~ dans les cas suivants et calculer son domaine de définition:
(a) f(z)=2x—1 ) flz)=2"—1
1
(b)sf(I)ZE (g) flz)=1=
(c) flz)=vz—1 (h) flz)=z—1
1
- 1
@ 1) = (i) f() = —
x
(e) fo) =1\/1—> G) f(x)=+va2—1

Probleme 1.1.4 Resoudre les équations suivantes:

3(z—2 2 1 _

(@) (2_4 ):3(z+1) (e) 12—1=0
4(z -1 2 _ .

(b) (2_3 ):2(32'—1) ) a"—w=ux

2(2%2 -3 1—x

(c) * (2_3 ) _ o324 1) (8) — ==
2?2 -3

(d) —— =2-42 (h) V2—22 =z

Probleme 1.1.5 Resoudre les inéquations suivantes:
(a)2:75$>_2 (b) |3 —2x| > 5

12



() 22+ T (h) 222 — x + 4 < 4z + 2

<1-—2z

-2 (i) 20 < 22"
(d) 5 < 3
(e) * 1 =5z <9 (])$2—.CC>QZ

-3

2 _ 7 (k) 2 —-1<0
(f) _4Z<1

) (l)l—x< r—2
(g) e —x+1<22—-1 5 _3

1.2 Examples de fonctions: leurs propriétés et graphes

Rapellons d’abord ce fait: étant donné le graphe G(f) de f(z), alors le graphe G(h) de la
fonction h(z) = A(f(B(z — C)) + D est obtenue du G( f) est faisant ces opérations:

1. Etirement vertical d’un factuer A
2. Etirement horizontal d’un factuer =
3. Deplacement horizontal a droite de C' unités, et

4. Deplacement vertical de D unités

Exemple 1.10 Tragons le graphe de h(x) = —5 - (2z — 6)? + 4 a partir du graphe de f(z) = 2.
Procédons comme suit. D’abord on écrit h(z) = —5(2(x — 3))? + 4. Ensuite, on trace le graphe
de fi(z) = (2x). C’est la parabole f(x) = z* (une parabole) étirée horizontallemenet par un

acteur —.
f 2

Ensuite, on trace le graphe de fy(x) = (2(x — 3))%. C’est le graphe de f,(x) deplacé horizon-
tallement par 3 unités.

Ensuite, on trace le graphe de f3(x) = —5(2(x — 3))% C’est le graphe de f5(x) étiré verti-
callement par un facteur de —5 (étiré par facteur de 5 et ensuite reflection par rapport a l’axe
).

Finallement, on trace le graphe de h(x). C’est le graphe de f3(x) deplacé verticallement par 4
unitées, voir Figure 2.

1.2.1 Fonctions élémentaires.

Considerons maintenant en détail quelques fonction élémentaires.

¢ La fonction linéaire.

1. La forme générale est f(x) = kx + bavec k,b € R

13
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F60=m02

Figure 2: Transformation d’une fonction et son graphe

2. Le graphe de f

Les intersections avec les axes sont
b
(0, £(0)) = (0,b), _E’O )

Le nombre £ est la pente de la fonction linéaire f.
Il est aussi le taix de changement de la fonction,
parce que pour tout x; # x2 on a

Af f(z) = f(z2) (b,0)

A_.ﬁE N T1 — T2 \

_ (kx1+b) — (kxy +b) (-b/k,0) X
a Tr1 — X2

= k.
Donc, le graphe de f est une droite. De plus:

a) si k > 0 alors la courbe est croissante,
b) si k = 0 alors la courbe est horizontalle,
c¢) si k > 0 alors la courbe est décroissante, voir Figure 3.

3. L’équation y = kx + b de la droite quand on connait la pente & et un point (g, yo) du
graphe est donnée par

y = k(x —x0) +yo = kx + (yo — ko) .
—_——

=b

14



Figure 3: Graphe de f(z) = kx + b en fonction de k

4. L’équation y = kx + b de la droite quand on connait deux points (xg, yo) et (z1,y1) du
graphe est donnée par

Y1 — Yo Y1 — Yo Y1 — Yo
:—(l’—l‘o)‘l—yo: T+ Yo — T .
L1 — Zo L1 — Zo N L1 — Zo

=k =b

* La fonction quadratique
1. La forme générale est f(z) = az® + bx + c avec a, b, c € R.

2. Pour tracer le graphe de cette fonction, on la transforme comme suit.

fle) = alx +2xb>—|—c
- <x+2x (B -()) -
RS RODRIOR
() )

Donc, le graphe de f est obtenue par le graphe de y = 22 en le transformant comme
suit:
a) on I’étire horizontalement d’un facteur de a,
b) on le deplace a droite de —b/(2a) unités,
c) on le deplace verticalement de ¢ — b?/(4a) unités, voir Figure 4
3. L’intersection avec les axes sont:
avec I’axe des y c’est le point (0, f(x) = (0, ¢),
avec I’axe des x ce sont tous les points (z,0) avec f(z) = 0.
4. Si f(x) = a(x — h)? + k, alors on dit que le point (h, k) est son sommet. D’apres
ci-dessous, on que que le sommet est donné par

b b?
h——%, k—C—E

15



- /(4a

~b/(2a)

Figure 4: Le graphe de f(x) = x? a gauche et de f(z) = ax? + bx + c a droite.

5. Cette observation permet de trouver le maximum, ou le minimum d’une fonction f(x)
az? + bz + c. Notemment, on trouve son sommet (h, k) et la valeur k est son maximum
sia < 0, ou minimum si a > 0.

Exemple 1.11 Trouvons la valeur maximale de f(x) = —2z* + 12z + 11.

On observe que son graphe est une parabole avec les braches vers le bas. Donc, le maximum
de f est au sommet (h, k) de sont graphe. On peut applquer les formules ci-dessus pour le
sommet

b? (12)2

k 11 11 + L4 114+ 18 =29
=C— — = — = _— = .
da 1(—2) g

On pourrait aussi procéder directement en transformant la fonction comme suit
f(z) = —2(z* —62)+11
= 20@*-2-2-3+3*-3)+11
= 2((z-3)?*-3)+11
= —2(x—3)%+11+2-3
—2(z — 3)* + 29.
D’ou h = 3 et k = 29. Donc, le maximum de f est 29.

« Lafonction f(z) = 1. On peut trouver facilement que Dom/(f) = R\{0} et que Im(f) = R.
Son graphe est donné dans Figure 5.
1.2.2 Puissances et racines

* Soitn € Netx € R, x # 0. Alors on définit la fonction puissance y = z" si et seulement si
y™ = z. Donc

1
N=x-x--x r'=—=—
nfois N——

nfois
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Figure 5: Le graphe de f(z) = =

Par définition, on prend 2° = 1.
Donc, on a définit 2", pour tout n € Z. C’est la fonction puissance f(z) = z". Ici, = est la
base et n est I’exposant.

* On peut définir les puissances pour des exposant réels. Ici, on voit le cas des exposants %
Notamment

1

xn =y <= y" =z

Parfois, on écrit {/z = z'/™.
Si n est pair et x est negative alors 3/ n’existe pas.
Si n est pair et x est positive, alors I’équation " = x a deux solutions. On prend pour racine

n-eme de z la solution positive.

Exemple 1.12 Calculons les expressions suivantes avec les exposants et pusissances:

1 8 1
— 23472 =20~ = — =
4216 2
1\ 1 1 b
— <_2_3> — _(2_3)4 - —2 = 212 — 4096,

22 + 65 22 2 1\? ¢

_ — _ + 6_

42 4 2 24
6(3

1 4 1 1
= = —) == l==-+4
22+6<) i+ )= 181 = 7 4486
1945
- =

Exemple 1.13 Soit une valeur actualisée A (somme d’argent) placée dans un compte a la
banque a un taux d’intérét annuel r, et composée annuellement. Trouvons la balance du
compte apres n années.
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Soit S, la balance du compte a la fin de I’année n. Clairement Sq = A. De plus, due a
Iintéret on a

Sn = Snfl + TSnfl = Sn,1(1 + 7’).

En appliquant a nouveau cette formule pour S,,_1, S,_o, . .., on obtient
Sn = Sn,1(1 + T)
= Spo(T+7r)(1+7) =S, o(1+7)2
—_——

=Pn—-1

= Sp(l+r)"
Al +r)",
parce que Sy = A.
Comme des applications, on obtient:

A‘ r‘n‘Sn

3\° 2430
1 . As=10-(14+1/2° = (=) = ——
0055 As=10-(1+1/2) (2) 9
10 1[5 A5=10-(1+1)>=10-32 =320
1.2.3 Valeur absolue

* Soit z € R. La valeur absolue de x, notée |z|, est définie par

x, st x>0,
|| = :
—z, st x<0.

* De facon géometrique, |x| est la distance de x a I’origine.

D> —alo C<> o

a4

—+s.s

3.2

—+=.6

=

+a.a

—+ea.s

Figure 6: Le graphe de f(z) = |z|

Exemple 1.14 Resoudre I’inégalité |2 — 5x| < 3.

18



Soit y = 2 — bz, Donc a resoudre est |y| < 3. Puisque |yl est la distance de y a l’origine,
cette inéquation est équivalente a

-3 <y < 3,
-3 <2-br< 3,
—3-2 <2-br—2< 3-2
-5 < =dr < 1,

1 > > ——.

Donc la solution est (—1/5,1).

1.2.4 Polynémes
* Un polynome p(z) est une fonction de la forme
p(T) = anz™ + ap_12" "t - ar + ag.

Les nombres réels a,, a,_1, ..., a1, aq sont les coéfficients de p, n € N est le degrée du p.
L’ensemble des polyndmes de degrée n est noté par P,

« Etant donné p € P, ¢ € P,,, m < n, on peut diviser p par ¢ et on obtient

plx) = h(z) - q\(fl + r\(fl’ avec degrée(r) < degrée(q)

~——
le quotient le diviseur le résidu
* Factoriser un polynéme p € P, signifie d’écrire
p(x) = p1() - pa() - - - pi(),
avecp; € Ppy,..,pr € Py etng + - +np =n.
* L’expression ci-haut a droite est appellée “factorisation de p”.
* Si p; = a;x + b;, pour tous les 7, c.a.d.
p(z) = (x4 b1) - -+ (apx + by),
on dit que p est factorisé en facteurs simples.
* Resoudre un polyndéme p € P, signifie de trouver x € R tels que

p(z) = 0.

£ 9

Ces x sont appllés “racines de p*.

Un polyndme p de degrée n admet au plus n racines réelles distinctes.
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* La solution de p(z) = 0 et la factorisation de p sont intimmement liés.

Par exemple, si on connait la factoristion de p en facteurs simples comme ci-haut, alors les
racines de p sont

plz) = (mz+b) - (anz+b,)=0
<~ ar+b=0, -+, a,x+0b,=0
by b,
= p = Ty = ——
aq Ay,

Inversemment, si on connait les racines x,...,z,, alors
p(2) = an(z = 21) -+ (T = 20).
En particulier, si p(x) = az? 4 bz + c alors les racines sont

—b+b? — 4dac
2a
et la factorisation est

T2 =

az® + bz +c = a(zr — 1) (x — 22).
* Si p est factoris€ comme
p(a) = an(z — 21)" -+ (x — )™,
alors on dit que x; est racine de multiplicité ng,..., x; est racine de multiplicité ny.

* Les suivantes sont des formules utiles.
1. 22 =0 = (x — b)(x + ])
2. (x4 0)? =224 220b+ b2
3. 23+ b3 = (v £+ b)(2* F bx + b?)
4. (x £b)? =23+ 3220 + 3ab® £ 23

1.2.5 Fonctions rationnelles et algebriques
* r(z) est dite fonction rationnelle si elle est de la forme

r(z) =

plz)  ap+a x4+ aa”
q(x)  bo+bix+ -+ bpam™

» f est dite fonction algebrique si elle est égale a une combinaison de fonctions rationnelles
est de leurs puissances et de racines.

1.2.6 Problemes

Probleme 1.2.1 Tracez le graphe de h(x) a partir du graphe de f(x).
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(@) f(z) ==, h(x)=f(z—3)+2 (c) fw)=2% h(z)=3f(x—1)+1

(b) f(x) =22 h(z)=2f(z)—1 (d) f(x) =& h(z)=2f(x—3)-1
Probléme 1.2.2 Trouvez la valeur maximale, ou minimale, de f(x) quand elle existe:

(a) f(z)= 2% — 1 (minimum) (d) f(x) = 3z%— 6x + 12 (minimum)

(b) f(z) = —2? + 10 (maximum) (e) f(z)=a?— 12z + 36 (minimum)

(c) f(z)=—22%+ 4z — 2 (maximum)

Probleme 1.2.3 Soit A une valeur actualisée qui est déposée dans un compte bancaire avec intéret
annuel v, composé annuellement. Trouvez la balance du compte aprés n années.

(a) A=10,r=20%, n=10 (c) A=100,7r=60%, n=3
(b) A=100,r =40%, n=>5 (d) A=200,r=100%, n =2

Probleme 1.2.4 Divisez les polynémes p(x) suivants par le polynome q(x) correspondant, et en-
suite resoudre p(x) = 0 (quand c’est possible):

(a) p(x) =2° -8 q(z) =2 -2 (d) p(x) =2° —32? + 4, q(z) = x — 2
(b) p(z) =2 —Te +6, qlx) =2 — 1 (e) *plx) =2 =Tz +6,q(zr)=0—2
(c) plx) =23 =32>+2—3,q(z) =2 -3 (f) plx) =2° —2* — 4w + 4, q(x) =x + 2

Probleme 1.2.5 Factoriser les polynomes suivants.

(a) p(z) =2 -2z +1 (f) plx) =2® —2* —x —2
(b) pla) =" —dw +3 (8) plz) =2 -1
(c) plx) = 2°
_ 5
(d) p(:v): z? + 3z +1 (W) plz) = 2> =1
(e) p(x) = (i) p(x) =a* = 1p(x) =2 +2° —x — 1
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1.3 Modélisation. Applications

Modélisation est un processus de raisonnement qui traduit un probleme ou phénomene de la vie
réelle en un probleme mathématique. Le probleme mathématique obtenu permet de resoudre le
probléme réel et d’obtenir une estimation quantitative et qualitative de ce probleme.

1.3.1 Quelques notions et notations

le prix brut: c’est le prix avant toute autre taxe ou charge
le prix net: c’est le prix apres toute autre taxe ou charge
la demande d’un produit: la demande z est la volonté/desir des consomateurs

d’acheter un produit donné

la fonction demande d’un produit: ~ c’est la fonction p(x) qui donne le prix par unité d’un
produit que le consomateurs sont prét a acheter quand la
demande est x

la fonction offre: c’est la fonction S(z) qui donne le prix par unité que les
producteurs sont pr’et a vendre quand la demande est x

fonction revenu: c’est la fonction R(x) = xp(x)

prix d’équilibre: c’est le prix pour lequel les fonctions demande est I’ offre
sont égales, c.a.d. p(z) = S(x)

le point d’équilibre: c’est le paire (xq, po) tel que py = p(zo) = S(xp)

seuil de rentabilité: c’est la demande x pour lequel le revue est égale au coft,
cad R(z)=C(x)

coefficient de liquidité: il est égale au quotient des valeurs disponibles aux dettes

Example 1.15 Marc et Cécile désirent acheter une voiture neuve et ils disposent $25000. Sdchant
que les taxes qui s’appliquent a cet achat s’élevent a %13, quel est le prix brut de la voiture dont
ils sont permit d’acheter?

Solution. Soit = le prix brut de la voiture. Puisque les taxes sont %13, donc % = 0.13, alors

x4+ 0.13z = 25000; donc 1.13x = 25000, d’ou x = % = 22123.8938...

Donc, le prix brut de la voiture que Marc et Cécile peuvent acheter est $22123.8938.

Example 1.16 (seuil de rentabilité) Soient R(z) = 1+3x la fonction revenue et C(z) = x> +x+2
la fonction coiit du méme produit. Trouvez le seul de rentabilité de ce produit.
Solution. On cherche x tel que R(x) = C(z):

143z = 22 4+2+2,
?—2x4+1 = 0,

o %(2&\/4—4):1.

Donc, pour une demande © = 1 le revenu et le coiit sont égales.
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Example 1.17 Un libraire va enrichir son catalogue avec une nouvelle série de livres. Le libraire
posseéde $2 million en liquide, alors qu’il se doit $3 million a sa banque. Sdchant que le libraire
accepte d’avoir un coefficient de liquidité au plus a 0.8, quel est le montant maximal que le libraire
est permis d’emprunter?

Solution. Soit x le montant (en million de dollars) que le libraire peut emprunter. Au moment de
I’emprunt il va avoir 2 + x million de dollars en liquide, alors que ses dettes s’éleveront a 3 + x

millons de dollars. Donc le coéfficient de liquidité est 1 L Alors
x
2
T 08 don
3+

242 = 08(3+x),
(1-08)z = 08-3—2,
0.4

T = 02 = 2 millons de dollars.

Example 1.18 (le prix d’équilibre) La fonction demande d’un produit est p(x) = p(z) = 3 + z
alors que sa fonction offre est S(z) = T2 Trouvons la demande d’équilibre de ce produit.
x

Solution. On cherche x tel que p(x) = S(x). Donc

6
3+z = ; on resout cette équation comme Suit
1+
B+z)(1+2z) = 6,
> +4r—-3 = 0,
1 1
xr = 5(—4 +V16+12) = 5(—4 +v28),
1
r = 5(—4 + V28) & 0.6457 (I’autre solution est négative, donc not accepté).

D’ou le prix d’équilibre est
p = p(0.6457) = S(0.6457) = 3 + 0.6457 = 3.6457.

Example 1.19 Un commercant de voitures a remarqué qu’il vend 1000 voitures par an, pour
un prix de 30 milles de dollars par voiture. De plus, le commercant a observé que pour toute
montée/baisse du prix par unité par 0.5 mille de dollars il vend 50 voitures de moins/plus. A quel
prix par voiture le revenu du commercant serait 33 600 milles dollars?

Solution. Notons d’abord que le prix est en milliers de dollars. Soit p = kx + b la fonction
demande. On sait que

k_Ap_iO.5__ 1
Az F50 100

D _ +5b

onc, p = 100:10 .
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1
D’autre part on sait que p(1000) = 30, donc 30 = —r.olOOO + b, doub =40 et

1 1
p(z) = ~To0% +40, R(z) =zp(z) = —1—001’ + 40.

On cherche x tel que R(z) = 33 600, donc

1
—mm + 402 = 33600, 2 — 4 000z + 3 360 000 = 0.

1l en suit que

r = (4000i\/(4000)2—4-3360000>

(4 000 2 /T6 000 000 — 13 440 000)
(4 000 & v/2 560 000 )
(4 000 + /(1 600)2>

(4 000 + 1 600)
z = 1200,
z = 2800.

FINOIRNI RN RN N -

Donc il y a deux demandes possible. Le commercant doit appliquer un prix par voiture (en milliers
de dollars)

1
1200) = ——12 —9
p(1200) 100 00+ 30 =28.8, ou
1
2 _ 1 —97.2,
(2 800) 2800+ 30 = 27.

afin que son revenu soit 33 600 millers de dollars.

1.3.2 Problemes

Probleme 1.3.1 Jacques dispose $400 pour acheter un téléphone portable. Sdchant que les taxes
qui s’appliquent a cet achat s’élevent a %15, quel est le prix brut du télephone dont Jacques est
permis d’acheter?

Probleme 1.3.2 Céline veux acheter une voiture nouvelle et elle se dispose de $30000. Sdchant
que les taxes qui s’appliquent a cet achat s’élévent a %13, quel est le prix brut de voiture de Céline
est permise d’acheter?

Probléeme 1.3.3 (seuil de rentabilité) Soient R(z) la fonction revenue et C(x) la fonction coiit du
méme produit, comme ci-dessous. Trouvez le seul de rentabilité de ce produit.
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a) R(x) =80z — 22 C(z) = 20z c) R(z)=2%—2% C(x) = 2*
b) R(x) =2z —2,C(z)=2*—=x d) R(x)=x*+32% C(z)=2*—1

Probleme 1.3.4 (coefficient de liquidité) Deux entreprise de transport A et B désire moderniser
leur parc de voitures. L’entreprise A posséde $7 million en liquide, alors qu’elle se doit $10 million
aux divers créanciers. L’entreprise B posséde $7 million en liquide, alors qu’elle se doit $3 million
aux divers créanciers,

Sachant que les deux entrprises acceptent d’avoir un coefficient de liquidité au plus 0.5, quel est
le montant maximal que chacune est permise d’emprunter?

Probléme 1.3.5 (le prix d’équilibre) La fonction demande d’un produit est p(x) alors que sa
fonction offre est S(x), comme ci-dessous. Trouvez le prix d’équilibre.

a) p(z) =2+ S(x) =3 -1z c) plx)=2% S(x)=1—=x
4
b) 2)p(e) =1+, 5() = 7= d) p(z) = 2% S(z) = & — 22

Probleme 1.3.6 Un petit commercant de pizza a remarqu’e qu’il vend 50 pizzas pour un prix de
$10 par pizza (par jour). Le commercant a observé que pour toute montée/baisse du prix par
pizza de $1 il vend 5 pizza de moins/plus par jour. A quel prix par pizza le revenu par jour du
commercant serait $180?

Probleme 1.3.7 Une agence immobiliere a remarqué que si lemprix du loyer mensuel d’un aparte-
ment est $1000, alors 500 apartaments sont loué. De son exérience I’agence a remarqué aussi que
toute montée/baisse du prix du loyer mensuel par $50, 10 apartements moins/plus sont loués. A
quel loyer mensuel le revenu de I’agence serait $300 000?

Probléme 1.3.8° (dépreciation des équipements) Emilie a acheté un téléphone mobile en 2011,
a un prix de $800. En 2015 son télephone a une valeur de marché de $500.

i) Trouvez une équation linéaire qui donne la valeur comptable (c’est la différence entre la valuer
initiale et la depréciacion) du téléphone a chaque année.

ii) Quel sera la valeur comptable du téléphone en 2016?
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2 Limite, continuité. Applications

Le calcul est I’étude du changement continu, et la notion de la limite est dans sa base. Le calcul
nous permet de décrire comment certaines quantités évoluent au cours d’une période donnée. En
finance, par exemple, un banquier d’investissements doit calculer la somme d’argent d’un compte
qui compose les intéréts. De la méme maniere, dans le monde des affaires, une entreprise doit
calculer le colit marginal (la variation du coft total correspondant a la production d’une unité sup-
plémentaire d’un certain acrticle) pour savoir s’il faut monter ou baisser la production, et a la limite
atteindre un niveau de production optimal.

A la fin de ce chapitre I’étudiant

v/ aura une compréhension plus solide de la limite et de la continuité d’une fonction,

v’ et apprendra comment appliquer ces notions aux applications diverses.

2.1 Limite

Le concept de la limite est a la base des outils mathématiques nécessaires qui nous permettent
de décrire mathématiquement 1’évolution de plusieurs phénomenes de la vie réelle.
2.1.1 Quelques définitions et résultats élémentaires

Intuitivement, une limite décrit une valeur, dite “limite”, a laquelle les valeurs d’une fonction
s’approche infiniment lorsque la variable s’approche de plus en plus proche a un nombre spécifié.

—a -3 - -1 El 2 3 a =
t t t

Dans la figure ci-haut, quand les valeurs de x deviennent de plus en plus proches de la droite ou
de la gauche du nombre = = 2, les valeurs de f(z) s’approchent de plus en plus au nombre y = 3.
Dans ce cas, on dit que la limite de f(x) lorsque x tend vers 2 existe, et est égale a 1.

En s’inspirant de cet exemple et pour mieux quantifier un tel comportement des fonctions, on
commence avec quelques définitions et résultats élémentaires. Soit y = f(x) une fonction définie
dans un intervalle [ (ici, on abuse avec les notations en donnant seulement la loi de la fonction f
et en ne précisant pas le domaine et I’'image de f).
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Définition 2.1 On dit“la limite de f quand x tend vers c existe et est égale a l, { € R”, si la valeur
f(z) s’approche infiniment a { quand x € I s’approche infiniment a c. Dans ce cas on écrit

lim f(z) = ¢.

Tr—cC

Dans le cas contraitre, on dit que [ n’as pas de limite, (ou la limite de [ n’existe pas) quand x
tend vers c.

Note: Parfois, au lieu de “limite de f quand z tend vers ¢* on dit “limite de f a ¢”.

Exemple 2.1 Que signifie ’expression lim,_»(x* — 4z + 6) = 2?
Elle signifie que x> — 4x + 6 s’approche infiniment & { = 2 quand x s ’approche infiniment d
c=2

Exemple 2.2 Trouvez les limites des fonctions f(x) données graphiquement au points c spécifié.

e Ici lim1 f(z) = 2. En effet, lorsque les valeurs de x deviennent de plus en plus proches a
T——

¢ = —1, les valeurs de f(x) sont trés proche de { = 2. Dans cet exemple, il arrive que
f(1) = 2, mais cela n’a aucune importance pour la limite, parce que les valeur de la limites
dépendent des valeurs de f(x) pour x proche de ¢ = —1.

o Ici, lirr% f(z) = 3. Notons que f(2) = 4 alors que { = 3, et donc la valeur de la limit ne
z—

dépend pas de la valeur de f au x = c.

* Dans cet exemple lir% f(x) = —2.5. Notons que f(2) n’existe pas, alors que la limte existe.
z—

Donc la valeur de la limit ne dépend pas de la valeur de [ au x = c.
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o Ici lim f(x) n’existe pas. Lorsque x s’approche a ¢ = 2 mais légérement inférieur a 2 alors
T—2

les valeurs de f(x) sont proches de |~ = —4. Mais si x s’approche a ¢ = 2 mais légérement
supérieur a 2 alors les valeurs de f(x) sont proches de (T = 3.

Alors, la limite est-elle égale a 2 ou 3? En fait, si nous savons seulement que x est trés
proche de ¢ = 2, nous ne pouvons pas dire si f(x) sera proche de 4 ou proche de 3, car cela
dépend si nous examinons les valeurs f(x) de la droite de ¢ = 2 ou de la gauche de ¢ = 2.
Donc, la limite n’existe pas.

Remarque 2.2 Les exemples précédents montrent le fait général et important: la limite d’une
fonction lim f(x) ne dépend pas de la valeur de la fonction au point c en question.
Tr—cC

Avec les limites, on peut effectuer toutes les opérations usuelles de sommation, substraction, etc:

Theorem 2.3 Si f et g sont deux fonctions avec lim f(x) = k, limg(z) = ¢, alors

a) glﬂi_}ni(af(:v) +bg(x)) = ak + 1Y, d) }:eri(f(a:))o‘ = K%,

b (o)) = o) tin(f o () = Iy ).
N O N

c) iﬂm—z, si 0 #£0,

En géneral, si f(x) est une fonction algébrique et c € Dom(f) alors

lim f(x) = f(c).

Tr—cC
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Exemple 2.3 Si lim f(z) =4, lim f(x) =6, et lim g(z) = —2, trouvez les limites suivantes:
T2 z——2 T—2

cpgd@ 4
M - 2 2

* limg s (f(2))* = (4)* = 64
o lim, ,o(fog(x)) =lim,, 5 f(z) =6.

Certaines fonctions sont plus complexes a étudier. Comme mentionné dans I’example précédent,
la valeur d’une limite (comme pour beaucoup de choses dans la vie) peut dépendre de la direction
dans laquelle nous la considérons. Ce qui nous amene a établir les concepts de limite a gauche et
de limite a .

Considérons la fonction f(x) donnée par ce graphe.

+=
+a
—a -3 - -1 El 2 3 a =
t t t t t t t t

Si x prend des valeurs proches de ¢ = —2 mais inférieures 2 —2 (ce qui se traduit en langage
mathématique par x — —27), alors les valeurs f(z) s’approche a /- = 2. Cette limite s’appelle
limite a gauche et on la note lim, , - f(x) = 2.

Si x prend des valeurs proches de —2 mais supérieures a —2 (ce qui se traduit en langage math-
ématique par x — —21), alors les valeurs f(z) s’approche a —1. Cette limite s’appelle limite a
droite et on la note lim,_, o+ f(x) = 1. On formalise cette idée de la maniére suivante.

Définition 2.4 On dit que la limite de [ quand x tend vers c de gauche existe et est égale a (™,
avec U~ € R, si la valeur f(x) s’approche infiniment a {~ quand x € I s’approche infiniment a c
avec x < c. De plus, on écrit

lim f(z)=10(".

r—Cc—

Réciproquement, on dit que la limite de | quand x tend vers c de droite existe et égale a (*, avec
0t € R, silavaleur f(x) s’approche infiniment a (™ quand x € I s’approche infiniment a ¢ avec
x > c. De plus on écrit

: _ pt

Ces deux définitions nous amenent aux deux prochains résultats.
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Theorem 2.5 Silalim f(z) = ¢, alors lim f(x) = hm+ f(z) = L. Inversement, si les limites de
T—C T—Cc— T—C

f quand x tend vers c a gauche et a droite existent et sont égales alors la limite de [ quand x tend
vers c existe et lim f(x) = lim f(z) = lim f(z).
T—rc— T—rc+ xT—C

Corollaire 2.6 Si une des limites de f a c a gauche et a droite n’existe pas, ou si elles existent
mais ne sont pas égales, alors f n’a pas de limite a c.

i

Exemple 2.4 En utilisant le graphe ci-haut, que vaut lim,_,3 f(x)? On trouve les limites suiv-
antes:

° hmxﬁg— f<x> = 2’
® limx_>3+ f(.%') =—-1

Puisque les limites de f a c = 3 a gauche et a droite ne sont pas égales, 1iII:13 f(x) n’existe pas.
T—r

Exemple 2.5 Soit f une fonction définie par

3r+2, x<l1,
flz) =< 7, x =1,
—x+k, x>1.

Ici, k est un parametre. On cherche k afin que [ admette une limite a ¢ = 1.
Pour ceci on considere les limites a coté (a gauche et a droite):

lim f(z) = lim (3z+2) =25,

r—1— o

lim f(z) = lim(—x+k)=—-1+k.
r—1+ z—1~

Pour que la fonction admette une limte a ¢ = 1 les limites a coté doivent étre égales, donc 5 =
—1+k ouk=6.
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2.1.2 Assymptotes

Les assymptdtes font un autre élément qui va compléter 1I’étude d’une fonction et permettre de
conclude avec le graphe d’une fonction. Il y a des assymptotes verticales et horizontales. Elles
généralisent la notion de la limite déja vue.

Définition 2.7 On dit que la droite x = c est une assymptote verticale (AV) d’une fonction f si et
seulement si au moins une des conditions suivantes se produit:

i) lim f(x) =400 et lim f(z)= +oo, (voirFig. 7, gauche)

T—c™ z—ct

i) lim f(x) =400, (voir Fig. 7, centre)
T—rc—

i) lim f(z) = too, (voir Fig. 7, droite).

T—rc+

Figure 7: Les assymptotes verticales

Ici, lim f(z) = +oo signifie que les valeurs de f(z) tend vers oo, c’est-a-dire il devient tres
T—cC

grand positive ou négative, quand = s’approche a c. Similairement, lim,_,._ f(z) = Foo, resp.
lim, . f(x) = +oo, signifie que les valeurs de f(x) tend vers +0o quand x s’approche a ¢ de
gauche, resp. de droite.

1
Example 2.6 Soit f(x) = P La fonction f est rationnelle. Son dénominateur v — 1, devient
x

zéro pour x = 1. Donc, quand x s’approche a ¢ = 1, mais étant supérieur a 1, v — 1 > 0 et trés
petit, donc f(x) devient trés grand positive. On écrit ceci comme

lim f(x) = lim = — = +00.
o1+ f( ) z—=1+x — 1 0+
Alors, x = 1 est une assymptote verticale de f, parce que
Similairement, quand x s’approche a ¢ = 1, mais étant inférieur a 1, x — 1 < 0 et tres petit,
donc f(x) devient trés un nombre négative tés grand. On écrit ceci comme
1 1

li = 1 = — = —00.
Jm f(z) = lm =g =00
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Example 2.7 Soit f(x) = -

2 . . .
T La fonction f est rationnelle. On resout les racines du dénom-

22—
inateur, x> — 1 = 0, donc x = +1. Alors, x = —1 et x = 1 sont des assymptotes verticales de f,
parce que
) ) x—2 -3
Jm f) = lim ey = T e
xr—2 -3
Am fle) = = T
, . =2 -3
xli}% J@) = xlgﬂ 2-1_ 0 e
T —2 -3
1‘ == 1‘ = - =
R e R
) z+1 ; . . , .
Example 2.8 Soit f(z) = R La fonction f est rationnelle. Les racines du dénominateur
l’ — p—

sont v — x — 2 = 0, donc

D CIP A 143
5 .

2
Alors, le dénominateur, x> — 1 = 0, devient zéro pour x = —1 et x = 2. On calcule les deux
limites suivantes:
lim f(z) = i iR [on simplifie]
Jm S0 = i ey fensimlife
. 1 1
= lim =—=,
-1+ ¢ — 2 3
) . r+1 -
Jim, f(z) = lim, (z+ )z +2) [on simplifie]
= lim = +00.
r—2+ 1 —

Alors, on en déduit que seulement v = 2 est assymptote verticale.

Remarque 2.8 Les exemples ci-dessus illustrent que, aux cas des fonctions rationnelles, les valeurs
susceptibles de produire une assymptote verticale sont notamment les valeurs x qui anulent les
dénominateur simplifié.

Similairement, on peut définir le concept d’un assymptote horizontale.

Définition 2.9 On dit que la droite y =/, resp. y = {~, ouy = (T, est une assymptote horizontale
(AH), resp. a —oo ou a +oo, d’une fonction f si et seulement si:

lim f(z) = lim f(z)=4{, resp. (voirFig. 8, gauche)
r——00 T—r—+00

lim f(x) = ¢, ou, (voirFig. 8, centre)

T——00

lim f(z) = (%, (voirFig. 8, droite).

T—>+00
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Figure 8: Les assymptotes horizontales

Ici, la notation 1irin f(x) = { signifie que les valeurs de f(z) tendent vers ¢ quand = s’approche
T—>T00

infiniment & —oo et & +oco. Similairement, lim f(x) = ¢, resp. lim f(x) =17, signifie que
T——00 T—+00

les valeurs de f(z) tend vers ¢~ resp. ™, quand x s’approche infiniment & —oo, resp. +oc.

1
Exemple 2.9 Trouvons les assymptotes horizontales de f(x) = x° et g(x) = —- Avant de procéder
x

avec les limites a 00, on évalue les valeurs f(x), g(x) comme dans ce tableau:

valeur | =1 +10 +£100 +1000 +10000
f(x) 1 100 10000 1000000 100000000
g(x) 1 0.01 0.0001 0.000001 0.00000001

One voit que valeurs de f(x) se rapprochent de plus en plus a +00 a mesure que les valeurs de x
s’approchent a 00, donc lim f(z) = +oo ce qui signifie que f(x) n’a pas de AH.
T—r 00

Réciproquement, les valeurs de g(x) se rapprochent de plus en plus a 0 a mesure que les valeurs
de = s’approchent a 00, donc lim,_,, g(x) = 0 ce qui signifie que y = 0 est AH de g(x).
De la méme facon on peut traiter les fonctions x", pour n € Z.

Exemple 2.10 Soit C(x) = 2z + 4y/x, © > 0, la fonction coiit d’un produit. Le coiit moyen de ce

C
produit est défini par C,(z) = ﬂ On note que
x
2 4 1
lm Cu(r) = Tim VT o (2 + 4—>
T—+00 r——+00 x T—+00 \/5

= 2.

Donc, y = 2 est AH de C\, () a +o0.

Exemple 2.11 Soit f(z) =

T Alors y = 0 est assymptote horizontale de [ parce que
l’ J—

lim f(zx)= lim = 0.

r—+o00 r—+o00 ;L’2 -1 B
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27 — 5
927 — 3z + 2

. _ 227 — 5

27(2 —5277)
a—doo x7(9 — 3z - 277 + 2277)
. 2 —bHr 7
= lim
z5+00 9 — 3 -7+ 27
2

9
On généralise la procédure pour trouver les assymptotes verticales et horizontales d’une fonction
rationnelle dans la proposition suivante:

Exemple 2.12 Soit f(x) =

2
. Alorsy = 9 est assymptote horizontale de f parce que

oy . Pm(l") am$m+"'+a1x+a0 . .
Proposition 2.10 Soit f(x) = = une fonction rationnelle.
P Ho) =@~ bt b b

Pour trouver les AV de f(x) on precéde comme suit:

1. On factorise p,, et qy.

2. On simplifie les facteurs communs.

3. Les racines du dénominateur simplifié sont les AVs de f.
Pour trouver les AH de f(x) on precéde comme suit:

1. Sim < nalorsy = 0 est assymptote horizontale de f.
Am ~ .
2. Sim=nalorsy = B est assymptote horizontale de f.

3. Sim > nalors f n’a pas d’assymptotes horizontales.

2.1.3 Limites de forme indéterminée
. .. e e s o . 0 +oo0
Certaines limites sont de la forme dite “indéterminée”. Typiquement ces formes sont 0" Too’
00
o 0
0 x £o0 et oo — co. Nos on se contentera avec 1’analyse des limites de la forme —.

Le calcul de ces limites généralement demande des téchniques particulieres, telles que: 1) la
factorisation, i) rationalisation, iii) limites a gauche et a droite, iv) changement de variable. On va
démontrer ces méthodes a travers quelques exemples.
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La factorisation On utilise cette méthode quand la fonction est rationelle.

25 6
Example 2.13 Soir f(x) = QJQTSCLS Que vaut hf% f().
2 — 4x a—

Si on remplace la valeur © = 3 dans la fonction f(x) on obtient la forme indéterminée 6
3—-5-3+6 0
RS B S

Pour resoudre cette limite, on factorise a la fois le numérateur et le dénominateur, on simplifie les
facteurs commun et ensuite on évalue la limite:

. x> —5x+6 . (zr—=3)(x—2)
lim — = lim
=312 —4x 43 v=3 (x — 3)(x — 1)
=2 3-=2
= lim =
z—3 1 — 1 3—1
1
)

La rationalisation On utilise cette méthode quand la fonction contient une racine carrée (ou
une autre puissance).

2—x
V11 —2—3

Si on remplace la valeur x = 2 dans f(x) on obtient la forme indéterminée 6

Example 2.14 Soir f(x) = . Quelle est la valeur de lin% f(z)?
z—

22 _ 222
2=2/11 — 2 — 3 ViI—=2-3 0
Pour resoudre cette limite on multiplie le facteur avec la racine carrée (le dénominateur dans ce
cas) avec son conjugué, qui est \/11 — x + 3. Ceci permet d’éliminer la racine carrée, simplifer
et ensuite éliminer la forme 0/0 comme suit:
P 2w _ oy (/T2 +43)
22 /11 —x — 3 2=2 (/11 — z — 3)(v/11 — 2 + 3)
. 2-n)(V1I1-2+3) . (2-z)(V1I-z+3)
= lim = lim
T2 (my 32 T2 11—-z-9

2 —2)(v11 —z +3)

= lim(

r—2 2—1‘

= lim(VIl —z+3) = (VII -2+3)
T—

= 6.

35



Les limites a c6té On utilise cette méthode quand la fonction se donne par deux lois dif-
férentes, tel qu’au cas quand la fonction contient une valeur absolue.

—1
Example 2.15 Soir f(x) = a;fo—’i-Q et calculons 3151_>Hi f(x).
Si on remplace x = 1 on obtient
) |z — 1| 11— 1] 0
lim = —
=122 — 3 + 2 12-3-1+2 0
Afin de resoudre cette limite, notons que ¢ = 1 est le point ou f(x) change de loi (dile a la

valeur absolue |x — 1|). Alors, il est préférable de considérer les limites a coté. En notant que le
dénominateur s’écrit

2 =3 +2=(z—1)(z—2),

on obtient:
. |z — 1] : —(z-1)
e g T M Tnpoy sl ll= o Dpowre <y
. —1
= lim
r—1— (gj — 2)
B —1
- (1-2
= 1,
_ |z — 1| L (x —1) B
xlirgr ppmr e S zlgﬂ TR [parce que |x — 1| = (z — 1) pour x > 1]
, 1
= lim
=1+ (. — 2)
B 1
)
- 1

. o s ., o r—1
Puisque les limites a coté sont différentes on concliit que la limite lim | |

————— n’existe pas.
=112 — 3x + 2

Changement de variable On utilise cette méthode quand la fonction contient une racine car-
rée (ou une autre puissance).

7)1V -3
Example 2.16 Soit f(x) = % et calculons lin% (x). Sion remplace v = 2 on obtient
xr — z—>
. (x+7)Y/2 -3 2+7)"*=3 0,
m-— = — = !
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Afin de resoudre cette limite on va procéder avec la méthode de changement de variable’.
Onposet = (x +T7)Y% Ona

r=1"-7, limt=3.

r—2
D’out
. (z+T7)? =3 : t—3
lm——— = lim———
z—2 x — 2 t—3 (t2—7)—2
. 3 . . .
= g% 29 [on factorise le dénominateur]
. t—3 . 1
= lim——— =lim——
53 (t—3)(t+3)  t93t+3
1
= &

Vous pouvez obtenir le méme résultat en utilisant la méthode de rationalisation.

2.1.4 Probléemes

Probleme 2.1.1 Pour chacun des cas suivants dérminez si la fonction [ admet limite, ou limites a
cOté, au point x = c spécifié.

r—3, x<l1,

—, <2,

a) *e=1 fl@)=q 142 c)c=-1 fla)=4 1tz
- , x2>1 r—1, x>2
/T 2x 9
x? 4 16, r < 3, s . . 2 a0 T )

b) =3 f(x)= de=2 fla)=§ 7
T+ 2, >3 5x —6, <2

Probleme 2.1.2 Calculez les limites suivantes si elles existent.

1+ — 323 1—-+1
— , ceR c)slim—”,0<c§1
z—c  T4x z—c 1 4+ x — 12

. . 11—z
b) lim \Jw =z, e 21 VmE sy ©°F

0
Probleme 2.1.3 Calculez les limites de forme indéterminée 0 suivantes:

lon remarque que f(x) contient une puissance d’un demi dans le numérateur, et donc on pourrait utiliser la méthode

de rationalisation
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Probleme 2.1.4 Soit C(x) la fonction coiit d’un produit. Le coiit unitaire, noté par C,(x) est

définit par C,(x) = Cz)

T
a) *C(x) = 2%+ 2

b) *C(x)=v922+1+1

—=. Trouvez lim de C,(x) dans les cas suivants:
+

c) C(x) =142® + Tx
d) C(x) = |x|

Probleme 2.1.5 Trouvez les assymptotes verticales (AV) et les assymptotes horizontales (AH) des

fonctions suivantes:

W )= E T 9 flr)=a'—1

b) f(r) = VaTT1 W Fa) =

) 1o)== ) Je) = T
)= ey P =22

0 10)= 55 0 flr) =YL

P @)= ) rw =

2.2 Continuite

Dans la section précédente, nous avons vu quelques fonctions "amicales" dont les limites sont

simplement }3_)112 f(z) = f(c). Les fonctions qui satisfont cette propriété de substitution sont ap-

pelées continues. Dans cette section, nous présenterons quelques de leurs propriétés et illustrerons
leur utilité dans plusieurs applications différentes.
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2.2.1 Notations and quelques propriétés simples

Informellement, 1’idée de la continuité est liée a I’'idée que des variations infinitésimales de la
variable = impliquent des variations infinitésimales de la valeur f(z). Dans ce cas, la fonction est
dite continue. Graphiquement, ceci est presenté par une courbe lisse. S’il y a des sauts ou des trous
dans le graphique, la fonction est discontinue. La définition formelle est donnée ci-dessous.

Définition 2.11 Soit y = f(x) une fonction définie dans une intervalle 1. Soit ¢ € 1. Par défini-
tion, on dit “ f est continue a c” si les trois conditions suivantes sont satisfaites:

1. f(c) existe,

2. lim f(x) existe, et
Tr—cC

3. lim f(x) = f(c).

Tr—cC

Autrement, on dit que f est discontinue a c.

Les situations que nous rencontrons le plus souvent dans les applications en affaires ou gestion se
modélisent mathématiquement par des fonctions continues partout ou soit continues partout sauf a
quelques points.

Alors, quelles fonctions sont continues? Il s’avére que la plupart des fonctions déja présen-
tées dans ce manuel sont continues ou elles sont définies, y compris les fonctions polyndmiales,
radicales, rationnelles, exponentielles et logarithmiques. En fait, on a ce théoreme.

Theorem 2.12 Toute fonction algébrique f(x) est continue a chaque point ¢ € Dom/(f).

Do plus, toute combinaison de fonctions continue utilisant les opérations usuelles, telles que
la combinaison linéaire, multiplication, fraction, racine, puissance, etc, est continue dans son
domaine de définition.

Notation: Si f est continue a chaque ¢ € [ alors on dit que f est continue dans [ et on écrit

f e CI).
Exemple 2.17 Considérons la fonction
V3t x, x>1,
f(x)—{ 2 +1, x <1

Vérifions si cette fonction est continue dans ’intervalle R. Soit ¢ € R. A vérifier donc si f est
continue a chaque c ou pas. Puisque f change de lois a ¢ = 1, alors on doit considérer trois cas
pour c.

i) ¢ > 1. Pourx > 1onaque f(xr) = /3 + x, qui est une fonction algébrique bien définie
pour tout x > 1. Donc f est continue a tout ¢ > 1.
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ii) c < 1. Pourx < 1 onaque f(x) = 2* + 1, qui est une fonction algebrique (méme un
polynéme). Donc f est continue a tout ¢ < 1.

iii) ¢ = 1. Dans ce cas on considere les limites a coté:

lim f(r) = lim V3+2=+v3+1=2,

z—1t z—1t

lim f(z) = lim (22 +1)=1*4+1=2; de plus
1~ 1~

f()y = 1*+1=2.

Puisque
lim f(z) = lm f(2) = f(1),

on conclut que f est continue a x = 1. En conclusion, f est continue dans R.

Exemple 2.18 Pour quelle valeur du parametre k la fonction

kx? + k*x
f(z) = a?
V3+ax2, <1,

est continue a v = 1.
On sait que f est continue a v = 1 ssi lirq f(x) existe et est égale a f(1). La fonction f étant
Tr—r

x> 1,

donnée par deux lois différentes a coté de x = 1, on considere les limites a coté.

ka* + k*x
li = lim ———= =k +&?
Tt /() et 22 o
lim f(z) = lim V3+22=2.

r—1— r—1—

Pour que la fonction soit continue il faut que

lim f(z)= lim f(x)= f(1).

z—1+ z—1+
Puisuge f(1) = 2 il est équivalent a
k+k> = 2, dou
B +k—-2 = 0,

1 1
ko= S(-1EVIF8)=g(-1£3), k=-2k=1.

En conlusion, k = —1 ou k = 2 rend f continue a v = 1.
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Exemple 2.19 Pour quelle valeur des parametres a et b la fonction
ar® — 2bx® —x, x> 1,
flz) = )
ax — bx*, r <1,

est continue a x = 1.
On sait que f est continue a x = 1 ssilim,_,q f(x) existe et est égale a f(1). La fonction [ étant
donnée par deux lois différentes a coté de x = 1, on considere les limites a coté.

li = i P2t —x)=a—2b—1
@)= g a2t e) =e =2,
lim f(r) = lim (ax —bz?) =a—0.

rz—1— rz—1~

Pour que la fonction soit continue a x = 1 il faut et il suffit que

lim f(z)= lim f(x)= f(1).

z—1+ z—1t
Puisque f(1) = a + b on obtient

a?—2—1 = a—0b, don

a—a—1 = b

Donc, pour tout pair (a, b) satisfaisant b = a* — a — 1 la fonction f est continue & x = 1.

2.2.2 Problemes

Probleme 2.2.1 Vérifiez si les fonctions suivantes sont continues au point ¢ spécifié.

x, x>0, s 3r—1, =<1,
% f(x):{le/; r <0 ¢=0, <) f(x):{xz—\/f r>1 ¢=2

1
Ty, ZE<]., — I’<2,
b) f(x):{ _}xI > c=1 d)* flx) =<9 1++2x c=2

2?4z, x> 2,

Probleme 2.2.2 Pour quelle valeur du paramétre k, ou des paramétres a et b, les fonctions suiv-
antes sont continues dans R?

r—k, x<0, )sf()_{k2+kx2, r <1,
a) f(x)=4 1+2? £>0 ¢ DTV ka+1, 2>1
r+1" = L
4 B T2 r <1,
kr+2, x>0 T2
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ar® 4 3azx, x <1, a’x? +ax, x <1,

e) * flx) = 8, =1, f flx) = 10, =1,
2bx—b$3, z>1 ax—be, rz>1

2.3 Applications de la limite
2.3.1 Séries géometriques

Une série est I’opération qui consiste a ajouter un nombre fini ou infinité de quantités successives
aune quantité initiale donnée. Une série géométrique est une série simple: il y a une raison constant
des termes successifs.

2.3.1.1 Notations, définitions et résultats élémentaires
* Soita,r € R, n € N et posons

S, = atar+ar®+--+ar"?

a(l+r+7r*4---+r""1) [notée aussi par]
n—1
= Qa Tk. (2)
-0

(n termes)

o

C’est la série géometrique finie de raison r et de terme initial a, et .S,, est sa somme.

A noter que la raison r est le raport entre deux termes successifs de la série.

* On peut considérer S,, quand n = +o0, c.a.d.

S = lim S,

n—o0

= atar+ar’+--+ar" a4
= a(l+r+r°+--+7"""+r"+...) [notée aussi par]

o0

S ©
k=0

On appelle S “série géometrique infinie”. Si cette limite existe, c.a.d. il existe un nombre,
noté S tel que S, s’approche a S infiniment alors que n tend vers I’infini, on dit que la sé’eri
est convergence. Autrement, on dit que la série est divergence.

* Ona

S, = 1—r’ et 4)
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a .
|r| < 1, (la série est convergente)

S = limS,=¢ 1-7 (5)
e n’existe pas, |r| > 1 (la série est divergente).
* Parfois on considere la série
S:aZrk:arl+arl+1+arl+2+-~- (6)
k=l
La somme de cette série est donnée par
S = ar'(l+r+r>+--+) [on utilise (5)]
l
ar
= A sin<, (7

e Soient )7 jar”, >~ bs", deux séries géometriques. Alors:

i) Y07 (ar™ + bs™) est convergente si chaqune des deux séries est convergente; de plus

G n n S n S n b
nzzo(ar + bs ):anzzor +bnzzos :1ir+1—s’

i) >0 (ar™ + bs™) est divergente si au moins une des séries est divergente, c.a.d. au
moins une des || > 1, |s| > 1 se produit.

Exemple 2.20 Calculons la somme de la série suivante comme suit
So(3) - 92 (3)
n=0 3 n=0 3
1

1—

1
3

1
3

2
C’est une série de la forme (6) avec a = 1l et r = 5 On utilise la formule (7) et on obtient

S () - LG a1
5/ 1-2 253 15
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Exemple 2.22 Considerons la somme de la série suivante
e 3n—1 . 52n+1

4n
n=0

La série s’écrit comme suit.

B ()£ () ()

n=0 n=0 n=0

3
Donc, la série s’écrit comme somme de deux séries. La premiere est de facteur r = 1 avec |r| < 1,

. 25 .
donc elle est convergente. La deuxiéme est de facteur s = T avec |s| > 1, donc elle est divergente.

La conclusion est que la série initialle est divergente.

Exemple 2.23 Soit x = 4.060606 - - -. Ecrivons ce nombre en forme rationnelle. Pour ceci on
écrit comme suit

x = 4+40.06 4+ 0.0006 + 0.000006 + - - -

6 6
— 44— 4.
+1OO+1002+1003+

6 1 1
= 4t — 1ttt

100 100~ 1002
6 1
= 44+ —
1001 — -1
6 1 6 2
= 44— =4 — =4+
+100% +99 +33
134
337

Exemple 2.24 Une personne recoit un salaire mensuel de $3000, déposé dans son compte ban-
caire a la fin de chaque mois. Pour compler ces besoins, la personne dépense chaque mois %60
de tout son argent dans son compte au début du mois courant.

i) On suppose que la balance de la personne était 30008 au début du premier mois. Quelle est la
balance dans son compte a la fin du mois n, juste apres que son salaire est déposé?

ii) Quelle est la balance dans son compte apres une infinité de mois?

Solution. Soit n le numéro du mois et S, la balance d la fin du mois n. On a

Sy = 3000,
S = 3000+ So(1 —0.6) = 3000 + 3000 - 0.4 = 3000 - (1 + 0.4).

En général on a

S, = 3000+ S,_1-(1—0.6)
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= 3000+ S,—1 - 0.4.

S, = 3000+ S,_1-0.4=3000+ (3000 + S,_5-0.4) - 0.4
= 3000+ 3000 - 0.4 + S, 5 - (0.4)*

= 3000 + 3000 - 0.4 + 3000 - (0.4)*> 4 --- + Sy - (0.4)"
= 3000 + 3000 - 0.4 4+ 3000 - (0.4)* 4 - - - 4+ 3000 - (0.4)"
= 3000(1+0.4+0.4>+---+ (0.4)").

B 30001 — 0.47t1
N 1—-0.4
1-— (0.4)7hL1
= 3000 ——————.
0.6
Pour n = oo on obtient
1 10 30000
S = 3000— = 3000— = ——.
0.6 6 6

2.3.1.2 Séries de paiement Supposont qu’on fasse une série de dépots dans un compte ban-
caire, avec un taux d’intérét annuel 7 qui est composé n fois par an. Supposons aussi que chaque
dépot est effectué immédiatement apres que 1’intérét soit composé. Alors, le solde $C apres le
k-eme dépot est donné par

—1 . k
B ryi 1= (145
C—i:0A<1+E> —Al_(1+%).

Une idée de la preuve de cette formule est comme suit. Soit £ le numéro total des dépots. Le

k—1
premier dépot $A est composé k — 1 fois et qui donne a la fin une valeur A (1 + Z) (selon
n
k—2
(8)). Le second dépdt $SA est composé k& — 2 fois et qui donne a la fin une valeur A <1 + Z) .
n
Ainsi de suite, le £ — 1-eme dépot $A est composé 1 fois et qui donne a la fin une valeur de

1
A <1 + C) et finallement le dernier dépot $A est composé 0 fois et qui donne a la fin une valeur
n
A.D’ou
c =Y a+l).
n

i

o
—

I
o

En appliquant la formule de la progression géométrique (4) avec A au lieu de a et (1 + Z) au lieu
n
de r on obtient la formule ci-dessus.
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Exemple 2.25 Un joueur de soccer a signé un contrat de durée de 5 années et une somme totale de
$50 million. Quelle série de paiement de dépots® devrait-on effectuer dans un compte en banque,
si le taux d’intérét est %4 et composé deux fois par an?
Solution
Ici,n = 2, r = 0.04, C' = 50 (en million de dollars) et le nombre total des dépotestk =2-5+1 =
11. Chaque dépot A est effectué immédiatement apreés que 'intéret est composé.

On cherche A. Selon la formule des séries de paiement on a

1—(1+2)" .
C = ﬁ, d’out en remplacant on obtient
1— (14 0ot
50 = 1 ((1 + 302) ’ alOl’S
- 2
-1
P e o R S L et A S S o 7C - TN
a 1— (1+ 20 a 1—1.02 B 1—1.02
0.24337\
= 50 ( 503 ) =50 - 0.08217
— 4.10889.

Comme on le voit, il suffit de déposer $4.5682 million de dollars a chaque dépot (pour un total de
10 - 4.5682 = 45.682 million de dollars) afin qu’a la fin de 5 années, la valeur capitalisée soit $50
million.

2.3.1.3 Probléemes

Probleme 2.3.1 Trouvez la somme des séries géomeétriques suivantes.

> 2n+1 o 5n—1

00 1n
£ e
“;2 ) D

n=0
& on _ fn e 5n+1
b) ’ Z% 3n+l f) Z% 32n—1
0 gn—1 0 on+1
C) Z 22n+3 g) Z 7n—1
n=0 n=3

= [2\" N
d) Y 4 (§> h) ZW
n=0

n=0

Probleme 2.3.2 Trouvez la représentation fractionnelle des nombres suivants.

2donc, un dépot initial et les autres dépots chacun immédiatemment aprés la composition de 1’intérét
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a) 0.999999 - - . c) °1.646464 - - -
b) °0.444444 - - . d) 2.030303- - -

Probléme 2.3.3° Une personne recoit une salaire mensuel de $2000, déposé dans son compte
bancaire au début de chaque mois. Pour compler ces besoins, la personne dépense chaque mois
%40 de tout son argent dans son compte au début du mois courant. On suppose que la balance du
compte avant que le salaire soit déposé était 0. Quelle est la balance dans son compte au début
du mois n? Prendre n = 2, 6,12, 24, +oo.

Probleme 2.3.4 Un patient recoit une dose de 30 mg de médicament a la fin de chaque heure.
Pendant chaque heure, I’organisme absorbe %70 de la quantité du médicament qui se trouvait
dans le cors du patient a la fin de I’heure précédente. Trouvez la quantité du médicament qui se
trouve dans le corps du patient a la fin de n heures. Prenezn = 2, n =5, n = 10, n = +o0.

Probleme 2.3.5 Un joueur de soccer a signé un contrat d’une valeur totale de $500 million, pour
une durée de 10 années. Quelle série de paiement de dépots devrait-on effectuer dans un compte
en banque, si le taux d’intérét est %8 et composé 4 fois par an?

Probleme 2.3.6 Une entreprise de construction a signé un contrat avec l’état pour la modérnisa-
tion des chemins de fers pour une valeur totale de $20 billion. L’entreprise et 1’état se sont mis
d’accord que la somme sera délivrée a la fin des traveaux, soit apres 4 années. Quelle série de
paiement de dépots devrait I’état effectuer dans un compte en banque, si le taux d’intérét est %6
et composé trois fois par an?

2.3.2 Composition de I'intérét et nombre ¢

Le nombre “exponentiel” e se rencontre souvent dans la littérature scientifique. Ce nombre
exceptionnel n’est pas un produit de notre imagination mais plutdt un represantant de certain pro-
cessus de la vie réelle comme on va le voir plus bas.

2.3.2.1 Composition de I'intérét

1. Une somme initiale d’argent A qu’on dépose dans un compte bancaire est applée “valeur
actualisée”. C’est un placement (initial).

2. Le talit d’intérét (annuel) d’un placement A dans un compte bancaire est le nombre 1 tel que
la somme 7 A sera I’intérét que la banque va ajouter dans le compte a la fin d’année.

Généralement, I’intérét sera payé n fois par an, tout dépend du contrat signé avec la banque.
. 72 A 7 N pont 2z N N P) P r N
Dans ce cas I’intérét payé a chaque période (égale a 1/n-eme de I’année) sera — A, ot A est
n
la balance du compte au début de la période en question.

3. Quand I’intérét n’est pas retiré du compte, mais il est laissé dans le compte avec le méme
talix d’intérét, on dit que I’intérét est composé. C’est la “composition discrete”.
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4. La balance du compte a un moment quelconque ¢ s’appelle “valeur capitalisée au temps ¢
et est notée par C(t).

Pour un compte d’une valeur actualisée A, placée avec un intérét anuel r, qui est composé n
fois par an, la valeur capitalisée apres ¢ années sera

) = A (1 + %)nt . ®)

La formule s’obtient comme suit. Pendant ¢ années 1’intérét va se composer nt fois, et a
e e A r .
chaque fois I’intérét sera —. Alors on obtient:

n

numéro de la composition la balance aprés la composition de 1’intérét
0 (A+1)0=4

! A+ ZA=AQ+1)

: QL+ )+ FA(L+ 5) = AL+ 22

; AL+ 3P+ EAL+ 5 = AL+ 3)

PR PR

2.3.2.2 Nombre ¢ Par définition, le nombre e (e for Euler), est la limite de la valeur capitalisée
au temps ¢t = 1 d’une valeur actualisée de A = $1, d’intérét annuel » = 1 (ou r = %100), quand
le nombre des compositions n tend vers I'infini, c.a.d.,

e = lim (1-(14—1) )
n— 00 n

Le nombre e est un nombre irrationnel. 11 apparait naturellement dans plusieres phénomenes dans
la nature. Il est égal a

2.7182818284590452353602874713527 - - - .

2.3.2.3 Composition continue de I'intérét Par définition, on dit que I’intérét est composé
continiment si le nombre des compositions tend vers I'infini. La balance du compte au temps ¢
dans ce cas est donée par

Ct) = A lim (1+ f)"t.

n—00 n

Que vaut cette limite? En utilisant la regle a* = (a®)¢ on obtient
rt

nt z
C(t) = Alim (1—1—2) = A lim <1+Z>T ; d’oul
n—o00 n n—o0 n
—_———
—e
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Ct) = A€ 9)
2.3.3 Fonctions exponentielle et logarithmique. Propriétés élémentaires

2.3.3.1 La fonction exponentielle ¢!

1. Par définition, la fonction exponentielle, notée ¢, est la limite de la valeur capitalisée au
temps ¢ d’une valeur actualisée de $1, d’intérét annuel %100 (ou d’intéret annuel 1), quand
le nombre des compositions tend vers 1’infini, c.a.d.,

1 n-t 1 n-x
et:lim1-<1—|——> ; ou bien e = lim (1+—) :
n—00 n n—o00 n
La définition fait bien de sense parce que

t

' 1 n-t . 1 n .

lim1-(1+— = lim 1+ — =e".

n—oo n n—oo n
H_/

—e

2. Quelques propriétés simples de e” sont comme suit:

Dom(e”) = R, WX
Im(e”) = (0, 00),
e? =1,

e” est croissante,
etV = e%eY,

eV = —, 1
ey
1
eV =—, *
ey

2.3.3.2 La fonction logarithmique In x
1. La fonction logarithmique (népérienne, ou naturelle) notée In z, est I’inverse de e*. Donc,
Ine®* =z, Ve €R, et e®* =2z, Vzr>0.

Quelques propriétés simples de In x sont:
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Remarque 2.13 Dans ce cours on se contentera avec les fonctions e* et In x. A noter qu’il existe
des fonction exponenetielles et logarithmique de base b, définies comme suit.

1. Etant donné 0 < b # 1, on peut considérer b*, la fonction exponentielle de base b, et sa
fonction inverse log, x. Les proprietés de b®, resp. log, x, sont tres similaires a celles de €7,
resp In x.

2. Notons que de plus on a

1
b:p — zlnbd 1 — 1 )
e s og, T _lnb nr

Ces deux formules permettent d’écrire b® et log, © comme e** et kInx, avec k = Inb, ce qui
Justifie a se limiter a I’étude de e” et In x seulement.

Exemple 2.26 Resoudre les équations suivantes.

* 37" =06:
6
T = —=2
3 ?
In(7*) = In(2),
zIn(7) = In(2),
~ In2
Y
e 4-(1.03) = 3:
3
1. Tx 2
oy = 2

In((1.03)™) = In (%)
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7rIn((1.03) = In G)

In (3)
7In(1.03)°

° 21790 — 321..

In(2'"*) = In(3*)
(1—2)In(2) = 2xIn(3)

In2 = 2xIn3+zln2,
2eIn3+2xIln2 = In2,
z(2In3+1In2) = In2,

In 2

2In3 +1n2
In2

In(3?) +1In2
In2
In(32-2)
In2
In(18)

Tr =

e In(zx—1)—Inl5+In(x+1)=0.
A noter ici qu’on doit avoir t — 1 > 0 et x + 1 > 0, donc x > 1 (afin que les logarithmes
soient bien définis).
In(zx —1)+In(z+1) = Inlj,
In((z —1)(z+1)) = Inl5,

em(@=1)(z+1))  _ eln15’
(x—1D(x+1) = 15,
> -1 = 15,

2 = 16,

r = =4.

Puisque on doit avoir x > 1, la solution est seulement x = 4.

Exemple 2.27 La somme $1000 est placée dans un compte bancaire avec un intérét annuel 6%.

a) On suppose que l’intérét est composé trois fois par an. On va trouver:

i) La balance du compte apres t années.
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ii) Le temps nécessaire pour que le placement initial se double.

b) On suppose que l’intérét est composé continiiment. On va trouver:
i) La balance du compte apres t années.

ii) Le temps nécessaire pour que le placement initial se double.

Solution.
a.i) Selon la formule (8) avec A = 1000, r = 0.06 etn = 3 on a

0.06) *
C(t) = 1000 - (1 + T) = 1000 - (1.02)* .

a.ii) On cherche le temps t tel que C(t) = 2A. Donc,

1000 - (1.02)* = 21000,
(1.02)% = 2.

Comment resoudre cette équation?
On utilise une propriété de la fonction logarithmique (naturelle)

In(b*) = z1nb.
Donc en obtenant le In des deux cotés de la derniere équation on obtient

In(1.02)* = In2,
3tIn(1.02) = In2,
In2

3In1.02
~ 11.6676.

xrx =

b.i) Selon la formule (9) avec A = 1000, r = 0.06 et n = co on a
C(t) = 1000 - %%,

b.ii) On cherche le temps t tel que C(t) = 2A. Donc,
1000 - €% = 21000,

L0t — o
Ine%% = In2,
0.06t = In2,
In 2
t = ——
0.06
~ 11.5525.

On voit qu’un intérét qui se compose continiiment double le placement initial plus vite.
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Exemple 2.28 Une valeur actualisée $A est placée avec un intérét annuel r qui est composé n
fois par an, pendant t années. Soit C' = C(t) le solde aprés t années.

a) Onprend A=1,r =0.03 et t = 10.
i) On calcule C(t) pourn =1,2,4,8,16, c.

ii) Qu’on en déduit pour C avec n qui augmente tout en prenant A, r et t fixés? Est-il
mieux pour le client que n soit grand ou petit?

b) Onprendn = 1,2,4,8,16, co et on trouve le temps pour que la valeur initialle A se double.

Solution.
a.i) On substitue dans C(t) = A (1+ %)nt pour n = 1,2,4,8,16 et dans C(t) = Ae™ pour
n = oo. Pour les valeurs donn’ees de n on obtient

0.03 1-10
n=1: C(10) = (1 + T) = 1(1.03000)" = 1.3439
0.03\*"
n=2 C(10) = (1 + T) = 1(1.01500)*° = 1.3468
03 4-10
n=4 C(10) = 1 (1 + T) — 1(1.00750)" = 1.3483
0.03\*"
n==8: C(10) =1 (1 + T) = 1(1.00375)* = 1.3491
0.03 16-10
n=16: C(10) =1 (1 + 1—6) = 1(1.0018)"° = 1.3494
n=00: C(10) = Ae™1? = 1e"9%10 = 1.3498

a.ii) On remarque donc que si tous les parametres sont fixés, sauf n, la valeur capitalisée croit
avec n qui augmente. Donc, un client doit préférer n grand.

nt
b) Pourn = 1,2,4,8,16 on cherche t tel quel C(t) = A - (1 + 1) = 2A, avec r = 0.03. Donc
n
nt
( — 924,
0.03
oy
0.03
<1 + — = In2,
ntln (1 + %> = In2,
n
In 2
r =

nln(1+0.03/n)
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Pourn =1,2,4,8,16 on obtient

n=1: 1-(1.03)"=2-1,
(1.03) = 2,

In2
= ~ 23.44
In1.03 34498,

n=2: 1-(1.015)"=2-1,

(1.015)" = 2,
In2

" Inl1.015

1-(1.0075)"" =21,

(1.0075)" = 2,

t

rs 23.2775,

In2
= —————— ~23.1914
In1.0075

1-(1.00375)'" =21,
(1.00375)" = 2,
t= _ 2 ~ 23.1482
In 1.00375 ’
n=16: 1-(1.0019)"" =2-1,
(1.0019)" = 2,
. In2
In 1.0019
Dans le cas de la composition continue, on cherche t tel quel C(t) = Ae™ = 2A avec r = 0.03.
En remplagant on obtient

~ 23.1266.

1 . 60.03t — 2 . 17
;o In2
©0.03

~ 23.1049.

On remarque que le temps pour que A se double est plus court si n est grand. Il est encore plus
court si la composition est continue.

Exemple 2.29 Une valeur actualisée $A est placée avec un intérét annuel v = 0.12 qui est com-
posé n fois par an, pendant t annés. Soit C = C(t) le solde apres t années. i) Trouvons-nous A
pour que C(10) = 10,000, aux casn = 1,6, 12, cc.

ii) Que déduisons-nous des résultats?

Solution

nt
a)Aucasden = 1,6,12ona C(t) = A (1 + Z) . On cherche A pour que C(10) = 10,000,
n

donc

A(1+%>mn — 10,000,
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10,000

(1+3)
En remplagant on obtient
10,000
(1+5%%)
10,000
(1+ %)
10,000
(1+ %)
Pourn = oo ona C(t) = Ae™. On cherche A tel que C(10) = 10,000, donc
Ae®0 = 10,000, dou
10, 000
n=o0, A= £0.12.10

b) On voit que plus n est grand, plut petit est A qui permet d’avoir une balance de $10,000 aprés
10 années.

2.3.3.3 Problemes

Probleme 2.3.7 Resoudre les équations

a) *2° =8 e) 277 = 3%

b) ° 32 = 772+l f) *2Inz+1n7=1n3 + In(2z)
c) 25271 =1 g) 2In3 —Inx =2

d) 377 = ¢ h) *In(z —3) +Inz —2In2=0

Probleme 2.3.8 Une valeur actualisée $A est placée avec un intérét annuel r qui est composé n
fois par an, pendant t annés. Soit C' = C(t) le solde aprés t années. Répondez aux questions
suivantes.

i) Prenez A =10, r = 0.08, t = 5 et calculez C'(t) pourn = 1,2,4, 8,16, cc.

ii) Qu’en déduisez-vous pour C(t) avec n qui augmente? Prenant A, r et t fixés, est-il mieux pour
le client que n soit grand ou petit?

Probleme 2.3.9 Une valeur actualisée $A est placée avec un intérét annuel r, qui est composé
n fois par an, pendant t annés. Soit C' = C(t) le solde aprés t années. Répondez aux questions
suivantes.

i) Prenez A =100, r = 0.04, t = 10, et calculez C(t) pourn = 1,6,12, oc.

ii) Qu’en déduisez-vous pour C(t) avec n qui augmente? Prenant A, r et t fixés, est-il mieux pour
le client que n soit grand ou petit?

55



Probleme 2.3.10° Une valeur actualisée $A est placée avec un intérét annuel v = 0.04 qui est
composé n fois par an, pendant t annés. Soit C = C(t) le solde aprés t années. Répondez aux
questions suivantes.

i) Trouvez le temps t tel que C(t) = 3A, aux casn = 1,6, 12, co.

ii) Trouvez A pour que C'(10) = 2000, aux casn = 1,6, 12, cc.

iii) Que déduisez vous de vos résultats quand n augmente?

Probleme 2.3.11 Une valeur actualisée $A est placée avec un intérét annuel r = 0.06 qui est
composé n fois par an, pendant t annés. Soit C = C(t) le solde aprés t années. Répondez aux
questions suivantes.

i) Trouvez le temps t tel que C(t) = 4A, aux casn = 1,6, 12, co.

ii) Trouvez A pour que C'(20) = 500, aux casn = 1,6, 12, oo.

iii) Que déduisez vous de vos résultats quand n augmente?

Probleme 2.3.12° Dans chaque organisme vivant, le raport entre isotopes de carbon radioactive
et le nombre total des atomes est A = 1/(10'%). Quand I’organisme meurt, ce rapport commence
a diminuer suivant la loi

R(t) = Ae™",
ou 1 le taux de reduction, t le temps et R(t) est la valeur du raport apres t années.

i) Sdchant que le temps de demi-vie est de 5715 (c’est le temps nécessaire pour que le raport initial

devient a sa moitié, c.a.d. R(t) = %A ), trouvez 1 et donnez la formule compléte pour C(t).

ii) Trouvez la valeur du raport apres 100 000 années.
iii) Si on sait que R = 1/(10"), avant combien d’années I’organisme est mort?

Probleme 2.3.13 Calculez la valeur capitalisée $C d’un placement initial de $A, dont I'intérét
est composé n fois par un, a un taux annuel r pendant t années, comme suit:

a) A=100, n=2, r=20.05, t=10 c) A=200, n=2, r=0.08 t=5
b) *A=100, n=4, r=0.05 t=10 d) A=200, n=4, r=008 t=5

Probleme 2.3.14 Calculez la valeur actualisée $A d’un solde final $C, si ’intérét est composé n
fois par an, a un taux annuel r pendant t annés, comme suit:

a) C =500, n=2 r=0.05 t=10 c) *C =100, n=2, r=0.08 t=10

b) C' =500, n=4, r=0.05 t=10 d) C =100, n=4, r=0.08 t=10

Probleme 2.3.15 Une valeur actualisée $ A est placée avec un intérét qui est composé n fois par
an, a taux annuel r, pendant t annés. Soit C' = C(t) le solde apres t années. Quand le solde se
doublera, c.a.d. pour quel tempst ona C(t) = 2A?
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a) n=2, r=0.054 c)n=28 r=20.05

b) *n=4, r=20.05 d) n=16, r=0.05

Probleme 2.3.16 Une valeur actualisée $ A est placée avec un intérét qui est composé n fois par
an, a taux annuel v, pendant t annés. Soit C = C(t) le solde aprés t années. Pour quelle valeur
actualisée A on aura C'(10) = 100002

a) n=295, r=0.02 c) n=15 r=20.02

b) n =10, r=0.02 d) °n =20, r=0.02
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3 Calcul différentiel. Applications

Le calcul différentiel a été inventé indépendemment par Leibnitz and Newton au 17ieme siecle.
Eseentiellement il décrit le comportement infinitessimal d’une qunatité, et ainsi est a la base de
toutes les mathématiques.

A la fin de ce chapitre, I’étudiant

v’ devrait maitriser la notion de la dérivée et I’appliquer a calculer la dérivée de fonctions
quelconques,

v’ apprendra a appliquer les outils de la dérivée dans des problemes de la vie réelle tels qu’en
finance et a I’optimisation.

3.1 La dérivée
3.1.1 Motivation

Supposons que la balance dans un compte bancaire au temps ¢ est C'(¢), et varie dua a un intérét
annuel variable r(¢) qui est composé continiiment. Peut-on trouver a quelle taiix I’intérét change?
La reponse est oui. En effet, soit ¢ un temps quelconque et 4 > 0 un intervalle de temps. Alors,
C(t + h) — C(t) donne I’argent qui est rentré dans le compte pendant I’intervalle [¢,¢ + h]. Si on
suppose que pendant I'intervalle [¢, ¢ + h] I’intérét est constant et égal a 7(¢), ce qui est une bonne
approximation, alors on a

C(t+h) —Ct) = C{)-7(t)h.

— =~
T T___ le divident de I’intéret moyen pendant I’intervalle [t,  + h]
I’argent au début de I’intervalle [t, ¢ + h]
D’ou
1 Ct+h)-C(t 1 Ct+h)-C(t
C(t) h C(t) h

Alors I’intérét instantanné r(¢) est donné en prenant la limite quand / tend vers zéro

1 Clt+h) - C)

T<t> - C(t) h—0

Des situations similaires apparaissent dans bien d’autres domaine. Ainsi, en mécanique, soit
d(t) la distance parcourue par un point en fonction du temps. On se demande quelle serait la
vitesse du déplacement du point au temps particulier t.
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On pourrait d’abord trouver une vitesse moyenne ©(t) dans I'intervalle [t,¢ + h], h > 0, qui est
donnée par

Mﬂ:m+2—aq

Intuitivement, il est clair que plus h est petit, plus ©(¢) nous donne une valeur exacte de la vitesse
au temps t. D’ou I’idée de considérer la limite de ©(¢) quand A tend vers 0:

oft) = lim W) =)

h—0 h

On arrive a une conclusion similaire si on s’interésse a la droite tangente au graphe de la fonction
f au point (x4, o). En effet, on pourrait considérer d’abord, comme une approximation, I’équation
de la droite sécante passante par les points (o, yo) = (xo, f(x0)) et (z1,y1) = (xo + h, f(xo+h))
du graphe de f, voir Fig. 9. La pente et I’équation de cette droite sécante sont

Figure 9: Le graphe de la fonction f (rouge), la droite sécante (blue) et la droite tangent (verte)

m(zo) = i,/i :zz = flao + h})l - f(xo)’ y = m(xo)(z — o) + o

Alors, I’intuition nous pousse a considérer comme pente de la droite tangente au graphe de f au
point xg, yo) la quantité m(z,) donnée

Remarque 3.1 Ce qui est commun dans tous ces problemes est que d’abord on considere le tailx
de changement dans ’intervalle (x,x + h) de la fonction f, noté

flz+h) - [(z)
h
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et ensuite on prend son limite quand h tend vers 0

iy L@ 0 = f@)
h—0 h

Ceci est équivalent de considérer la limite de taux de changement de f

lim ﬂ = lim flo+ Av) = f(z)
Az—0 Az Az—0 Az '

3.1.2 Quelques définitions et résultats élémentaires

Définition 3.2 Soit [ C R un intervalle, f : I — Retx € I avec Dom(f) = I. On dit que f est
dérivable (ou différentiable) a x si la limite suivante existe

g L@ ) = (@)
h—0 h

(10)
df (x)

ondit ” f est dérivable (différentiable) a x*. Si la limite n’existe pas on dit ” f n’est pas dérivable
(différentiable) a x “.

Dans ce cas on note la limite par f'(z), ou , et on I’appelle "dérivee de [ a x" et, de plus,

Nous pouvons également examiner la dérivée d’une fonction dans son ensemble de définition /.
Si f est dérivable en tout point z € I, on dit " f est dérivable (différentiable) dans I*.
Si f’ est une fonction dérivable dans I, c.a.d. que f’ admet une dérivée en chaque point de 1,
alors on dit que f est deux fois dérivable dans I, et on note f”(z) la dérivée de f’, qui est donc
f(z) _ d df(x)
" (. _ = S
1) = (F(a)); ou 2L~ (a).

dx?

De fagon similaire on définit la dérivée troisieme f”'(x), quatrieme f (i”)(:v), ..., dérivée n-eme
f0)(x) = (f™=Y(z))". Ces dérivées sont souvent appellées “dérivées d’ordre supérieur”.

Pourquoi on considere les dérivées d’ordre supérieures? Laréponse sera donnée plus tard quand
on verra des problemes d’optimisation.

Exemple 3.1 Soit f(z) = kx + b. Calculons sa dérivée en utilisant la définition. On a
flx+h)— f(x) (k(x+h)+0b) — (kx +b)

y o T
A h
= lim — =lim k&
h—0 h h—0
= k.
1l en suit que
(ax +b)" = a, (11)
qui en particulier donne
=1, UV =0.
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Exemple 3.2 Soit f(x) = ax® + bz + c. Calculons sa dérivée en utilisant la définition:

f'(x)

1l en suit que

o1
lin > ((z + 1) = /(2))

}lliir(l) %((a(x +h)2 +b(z +h) +c) — (az® + br + ¢))

1
}lLir% E((aIQ + 2axh + ah® + bx + bh + ¢) — (ax* + bx + ¢))
—

1 2
}lg% E(anh + ah” + bh)

lim (2azx + ah + b)
h—0
2ax +b.

(az® + bx + ¢) = 2ax + b,

qui en particulier donne

(%) = 2u.

1
Exemple 3.3 Soit f(z) = . Calculons f'(z), x # 11:

f'(x)

C1l—2x

. flx+h)—flx) . 1 1 1
i h _flzlgtl)ﬁ<11—(x+h)_11—x)

1(11—x) — (11 — (z + h)

W R = (2 + h)) (1L —2)
. h
noo i (11— (z + h)(11 — 2)
. 1
W T = (o )11 = 2)

1
(11 — )%’

(12)

Exemple 3.4 1l y a-t-il des fonctions qui n’ont pas de dérivée a un certain point x? Oui, et pour
voir ceci considerons f(x) = |z|. Alors f'(0) n’existe pas. Intuitivement, ceci on le voit du fait
que le graphe de [ n’as pas une seule pente a x = 0. Plus précisemment on considere la limite

lim

f(O+h) = f(0)

h—0

deux lois différentes on considere les limites a coté:

lim

h—0—

f(O+h) - f(0)

1]

= lim — (parce que f(x) = —x pour x < 0

h h—0— h
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Les deux limites étant differentes montre que la limite n’existe pas, donc f'(0) n’existe pas.

Exemple 3.5 Calculons la dérivée de f(x) =+/9 — z pour x < 9. Ona

— 1
lim fl+h) = f(0) = lim — (\/ 9—(z+h)—VvV9I— ZL‘> [on multiplie par le conjugué]

h—0 h h—0 h

T | o ST VI—(r+h)+VI—x
- ;lzli%h<\/9 (z+h) =V >\/9—(a:+h)+\/9—;1:

liml 9—(x+h)—(9—12)
h=0h /9 — (x+h)+/9—x

1 —h
lim —
h=0h /9 —(z+h)++/9—x
1

= —lim

h=0 /9 — (x+h)+/9—z
L 1
B 29—z

3.1.3 Dérivée et continuité

Dérivée du fonction est une notion plus forte que la continuité. Au fait on a que si f est dérivable
a x alors f est continue a x. En effet:

fah) = f@)

lm(f(zx+h)— f(z)) = lim

h—0 h—0 h
o flat+h) = fle) o,
I R A A
= 0.

Donc, fllin% f(z 4+ h) = f(x), ce qui signifie f est continue a .
%

Le contraire n’est pas vrai, en général. Par example, si f(z) = |z|, alors f est continue a 0, mais f
n’est pas dérivable a 0.

Exemple 3.6 Considérons f(x) = { ?\)}%— 2, i i 1’ Est-ce-que f'(1) existe?
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Notons d’abord qu’on peut facilement vérifier que f est continue dans R. Pour f'(1), on doit
considérer la limite (10). Du fait que f est donnée par deux lois différentes a coté de x = 1, on
consideres les limites a coté comme suit“

1 1 !
A (A +h) = f) = Hm p (B4R =2) —1) = Hm 7 (Eh)
= 3,
o o L I(WI+h-1)(V1+h+1)
g VAR = f) =l (VA=) = B AT+ )
.1 1+h-1 :
Qe T AR

= 2.

1
Les deux limites n’étant pas égales montre que }Lil% E(ﬂl + h) — f(1)) n’existe pas, donc f'(1)
—

n’existe pas.

20+ 1, x <1,
2 +2, z>1.

D’abord, on note que f est continue dans R. Quand a la dérivé f'(1), en utilisant les regles (11)
et (12) on obtient

tim - (7(1+h) ~ (1)

tim = (F(1+R) = F(1) = (242 =2,

Exemple 3.7 Considérons f(x) = Est-ce-que f'(1) existe?

(22 +1)|oer = 2,

1
Les deux limites étant égales, montre que }llirr(l) E(f(l + h)— f(1)) = 2. Donc f'(1) = 2.
—

3.1.4 Une premiére application: équation de la droite tangente

Soit y = f(z) une fonction donnée dans un intervalle /. On se demande quelle est I’équation de
la droite tangente au graphe de f au point(zg, f (o)), sichant que f’(x¢) existe.

On a vu que la pente de la droite tangente au (xo, f(zo)) est f'(zo). Alors, 1’équation de la droite
tangente au (zo, f(xg)), voir Fig. 10 est

y = f'(xo)(x — x0) + f(x0), ou y= f'(x0) z+ (f(20) — z0f(20)) - (13)
hd =

Exemple 3.8 Soit f(x) = 2*> — x + 1. Trouvons I’équation de la droite tangente au graphe de f

au point (1, f(1)).
Notons que f(1) = 1. Donc le point (1, 1) appartient au graphe de f. Ensuite, d’apres la regle
(12)ona f'(1):

fl(x) = 2x—1, dou
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Figure 10: Le graphe de la fonction f(z) et la droite tangente au (xq, f(xo))

Fy = 1
Alors, I’équation de la droite tangente est

y=FMz-)+f1)=1-(z-1)+1==

3.1.5 Regles de dérivation

La dérivation est une opération tres commune dans le calcul différentiel. Au lieu d’utiliser la
définition formelle de la dérivée, nous avons plusieurs regles que nous pouvons les utiliser pour
trouver la dérivée plus rapidement.

Régle de la combinaison linéaire. C’est une régle qu’on I'utilise trés souvent. Elle dit que chaque
combinaison linéaire de fonctions dérivables est dérivable, c.a.d. si f et g sont deux fonctions
dérivables dans I’intervalle 7, o, 5 € R, alors

(af (z) + By(x))" = af'(x) + By (x). (14)
Regle de la puissance, et de la puissance généralisé. Pour tout n € R, ou tout f dérivable, on a

(@") = na""h, (15)

(f@)") = nf@@)" " f(2). (16)

En particulier on a
(1) = (@ =0, 2/'=1, (2*) =2z.

Exemple 3.9 Calculons les dérivées de f(z) = a*, g(x) = x5 et h(z) = 5z3. En utilsant la
regle (15) on obtient:

f/(ZL') — (1'4)/ :4ZE4_1 — 41,3,

1 1 1 2 11
! = 3) = — 31 = —7 3 —m= ——
Jo) = @y =get =il
h/(f,U) = (.I73)/ = (1'73)/ = (—3.%‘7371) = —33774 e —%



Exemple 3.10 Soit f(z) = 22 — 2\/1 + \% — 100 et calculons f'(z). D’abord on reécrit f(x) en
forme de puissances

flx) = 2% —22Y% 4 32712 — 100.
En appliquant les regles (14) et (15) on obtient
flz) = (@) =22 +3(27"2) = (100)
1 1
= 2z — 2§x1/2_1 +3 (—5) g~/

— 9y V2 _ §$73/2
2
1 31
= 2z

S a2 237

Exemple 3.11 Soit f(z) = 13. Selon régle (15) on a f'(x) = 0. Pour comprendre pourquoi,
pensez au graphe de cette fonction. Le graphe de f(x) est une ligne horizontale, donc sa pente est
égale a zéro, d’on f(x) = 0.

Exemple 3.12 Prouvons la régle (15) pour la fonction f(x) = ", n € N, en utilisant la définition
de la dérivée. En effet, on a

1 1
lim —(f(z+h) — f(zx)) = lm—((z+h)"—2") [utilisons la formule du binéme]
h—0 h h—0 h

1 1
= lim —(2" + nz" 'h + §n(n — 2" ?h* + -+ nzh™ 4 A — 2"

h—0 h
o . 1 n—1 1 n—212 n—1 n
= }lllir(ljh(nx h + 2n(n Da""h* + -+ nzh"" + h")
= na",

ce qui prouve (15).

Reégle de I’exponentiel et de I’éxponentiel généralisé. Les fonctions e” et e~* sont dérivables et

e’ = ¢ () =—e" 17
( ) ) ( ) ) ( )
(9@ = 9@ g/ (x) pour tout g dérivable. (18)

En particulier, ()" = ce®* avec ¢ € R.

Régle du logarithme et du logarithme géneralisé. La fonction In |z| est dérivable

1
(Infz])" = = (19)
(Inlg(x)]) = gg((:f)) pour tout g dérivable, g(z) # 0. (20)
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Exemple 3.13 Trouvez la dérivée de f(x) = 5 — 22 + 51n |z + 7.
fllz) = (273 —22%+ 5| +7)
= (a7%) = 2(e®) + 5(lnfa])' + (7Y
a3t 4 2 1o
T

|
Ul Lot W

_8 2 5
= ——x 5 —6x" + —.
T

Les regles précédentes forment une base de fonction pas tres compliquées. Pour trouver la
dérivée de fonctions plus complexes, on utilise les regles suivantes.

Reégle du produit. Si f(x) et g(z) sont dérivables alors le produit f(x)g(z) est dérivable et

(f()g(x)) = f'(x)g(z) + f(x)g'(x). 1)

f(z)

est dérivable et
g()

Regle de quotient. Si f(z) et g(x) sont dérivables alors le quotient

! . pour g(z) £0. 22)
Exemple 3.14 Soient [(x) ~ 20 et g(x) = In|o] et calculons (f(z)g(z)' e (_> Ona
gy = ((3) mled)
§) (ulel) + (3*) (el

(
- (

(ggﬁ) (In|z]) + (%ﬁ) (1)
= (227) (ln|x\)+%>,

et

)/

32%In |z — 2%
(In |])>
3z%In x| —2®  22*(3In|z| —1)
(nfz[)> 3(In|z))?

Wi W W
)
w
~
=
8
=
|
&
w
=3
B
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Regle fonction composée (dérivée en chaine). Si f(x) et g(z) sont dérivables alors f o g(z)) est
dérivable dans son domaine de définition et

(f o g(x)) = f(g(x))d (x). (23)
Exemple 3.15 Trouvez la dérivée de (¢°*)*. On a
()Y = 4(e)3(e5Y [on utilise regle (16), f(z) = €]
= 4(e") . 5ed” [on utilise regle (18)]

= 20e*".
Exemple 3.16 Soir f(x) = > “**, Ona
fl(x) = (es@Y [avec g(x) =2 — x + x?]

= /Wy'(x)
= 2 (—1 4 21).

Exemple 3.17 Soit f(x) = (In(z* — 1))°. Ona
2 5
2

f(x) = ((n(z*—1))) [on utilise regle (16) avec f(z) = In(z? —1)]
= 5(In(2® — 1))*(In(2* — 1))’ [on utilise regle (20) avec g(x) = x> — 1]
2 1 /
— ( (1,2 1))4(22_1)
2 /
= 5(In(a? - 1)) - .

Exemple 3.18 Les valeurs de f, ', g et g’ sont données dans ce tableau

|| f(z) | f'(2) | g(z) | g'(x)
1 37 1| 2| 4
2 31T -

m / OUur r — ;
9(96)) b b
x (f(x)g(x)) (f(x)/g(x))

L) F(g(1) + f(1)g'(1) g(}p(f’(lig(l)—f(l)g’(l)

A partir de ce tableau calculons (f(x)g(x)) et (
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8
Exemple 3.19 Soit f(z) = Wi Trouvons ’équation de la droite tangente au graphe de f a
T —
T =2
Notons que

2) = —— s

~ Az il

Donc le point (2,4) appartient au graphe de f. Ensuite, on trouve f'(2). D’abord on a

flx) = (8(3z—2)"Y?)' =38 (—%) (3z — 2)7/%(3z — 2)/

8 1
= —im?), donc
8 1 81
'2) = —————-3=—-23
) 2(3-2—2)3/2 28
_ 3
= 5
Par conséquent, ’équation de la droite tangenmte au (2,4) est
3
y = Q=2+ [(2)=—5—-2)+4
3
= ——z+T.

2

3.1.6 Dérivation implicite

Pour une fonction donnée par une formule de la forme y = f(z) on dit qu’elle est donnée de
fagon explicite, et f est une fonction explicite.

Or, une fonction n’est pas toujours donnée de fagon explicite. Par exemple, les variables z et y
peuvent étre liées par une équation de la forme E(z,y) = 0. Il se peut que cette équation définit
parfaitement y = f(z), sans qu’on puisse écrire de facon explicite y = f(z). Dans ce cas on dit
que f est défini de facon implicite, et que f est une fonction implicite.

Par exemple, z + — y = 0 définit une fonction implicite y = f(x). Il se trouve que dans

3+ 22

ce cas y se resout explicitement, et y = f(x) = = +

1 ) -
est une fonction explicite.
3+ a2
Dans I’exemple = — ye®™ = 0, I’équation qui lie = et y définit une fonction implicite y = f(x).
Ici, il se trouve que f(z) ne peut pas étre resolu explicitement.
Il est intéressant a noter qu’on peut calculer la dérivée des fonctions implicites. La procédure a

suivre est comme Suit.

1. On dérive I’équation E(z,y) = 0 en utilisant les régles de la dérivation. Ici, y = y(z) ou
bien y = f(z)), donc au faiton a E(x,y(z)) =0 et

(E(z,y(z))" = 0. (24)
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2. De I’équation résultante on resout y'(z). C’est la dérivée de la fonction implicite y(z).

3. Si on veut la valeur y'(c) a x = ¢, on substitue = c et y = y(c) dans (24), et ensuite on
resout y' = y/(c).

4. Autrement, on resout 3’ en fonction de x et y.

Remarquons donc que I'idée centrale de la différenciation implicite est de supposer que y est
une fonction de x, méme si ce n’est pas possible de résoudre explicitement pour y. Donc, chaque
fois que vous différenciez un terme contenant y, vous devriez obtenir un terme qui a un /.

Exemple 3.20 Supposons que y est une fonction de x et calculons (y°)', (x?y>) et (cos(y)?). On

a
") = (@)?) =5y"y
= 5y'-y,
(%) = (2*y(x)?) en utilisant la régle du produit,

= (&%) (y(2)°) + (2%) - (y(2)*)'

— 2.%'3/3 "‘1233/2 . yl

= 2zy° +32%* - o/,

2 cos(y)(cos(y))" = 2 cos(y)(—sin(y))y
—25sin(y) cos(y)y'.

/

(cos(y)?)’

Exemple 3.21 Soity = f(x) définie implicitement par

2 z 2
Yy —9—— —y* =5.
Y 1+y )
Sdchant que f(3) = 2 trouvons la dérive implicite ['(3) et ensuite, comme une application,
I’équation de la droite tangente au point (3,2) du graphe de f.
Ici, on voit bien que (3, 2) appartient au graphe de f parce qu’en remplacant x = 3 ety = 2 on
obtient une égalité

3
32.2-9—_ _922_75
1+2

Ensuite, on trouve la dérivée f'(3). On procéde en différentiant I’équation ci-haut par rapport
a x, tout en considérant y = y(x):

iy -9 (3 )'_@2)/ _—

14y

d1l+y) —zy

22y + 2%y — 9 (EE 2yy’ = 0.
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Ici, on pourrait resoudre y'(x), et ensuite replacer v = 2 et y = 2 pour avoir y'(3). Or, il est plus
simple de remplacer dans cette équation x = 3, y = 2, ¥’ = 1 on ensuite resoudre v/, qui donne

f'(3):
1-(1+2) -3y

2.3.243%2.¢4/ -9 2.2.9/ = 0
oy (1+2)2 4 ’
1249y —3+3y —4y = 0,
8y, = _97
9
"= f(3)=—=.
y f'(3) 3

Enfin, I’équation de la droite tangente est

y = fB)==3)+f(3),

9
0 43
= ——x+ —.
y 87 T8

Exemple 3.22 La function y = f(x) est définie implicitement par
3 4 ay = 2y° — 13.

Trouvons sa dérivée y'(x). Ensuite, trouvons I’équation de la droite tangente au graphe de [ a
r=1
En dérivant I’équation ci-haut on obtient

(® +ay) = (29> —13),
3+ 2y +ay = 237, [on factorise ' ]
322 +y = (6y° —a)y,
/ 32° +y
vyo= 6y? —

Comment trouver y'(1)? L’équation ci-haut qui donne y' dépend de x et y = y(x). Alors, dans
I’équation initiale x> + vy = 2y> — 4 en remplace x = 1 et on trouve y = y(1):
B4l.y = 293 —13,
27 —y = 14, d’ou
y = 2.
Il n’y a pas d’autres solutions.> Donc y(1) = 2 et alors en remplagant dans la formule de 1y’ on
obtient

3-1242 5
6-22—-1 23

30n peut se convaincre en divisant le polyndme 2y* — y — 14 par iy = 2. On obtient 23> —y — 14 = (y — 2)(2y> +
4y + T7), avec 2y2 + 4y + 7 = 0 qui n’a pas de solution

/

y =
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Alors, I’équation de la droite tangente est

y = D=1+ Q)

5

— 2 r—1)+2

= £$+2—i—3$+4—1
¥y = o3 23~ 23" T a3’

3.1.7 Problemes

Probleme 3.1.1 Calulez la dérivée des fonctions f(x) suivantes en utilisant la définition de la
dérivée:

a) f(z) =32z —-1 d) *flx)=+Vr+1
2

b) flo) =5 e) f(x):1+1\/5

O " f@)= g D @) =

Probleme 3.1.2 Est-ce-que la fonction f(x) suivante admet une dérivée au point c spécifié? Si
oui, trouvez le.

; 2 +3, x<3, 11—z, x<0,
Demd f@ =0y @re=0 fw=] 1
1+2 & =7
_ 2 r<o,
b)se=0, flz)={ #2+1
3+, x>0, e) c=0, f(.l’):\/i
443422, <1,
c)c=1, f(z)=
2z + 6, r>1, pHe=1 flz)=r—1
Probleme 3.1.3 Calculez ', f" et f" des fonctions suivantes:
a) f(z)=a7" d) ® f(x) =xe™™®
1
b — T s —
) Ja) = o ) =
c) f(x) =ze® f fle)=zlnzx

Probleme 3.1.4 Erant donné f et g, calculez (f o g)'(z) et (g o f) (x):
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a) * flz) =22 g(z)= o c) flz) =(1—2)% g(x) =In(2 —x)
D) fr) =14 g(r) =" d) Fe) = VT=F, gla) =1 - 322

Probleme 3.1.5 Calculez f'(c) de la fonction implicite y = f(x), et ensuite I’équation de la droite
tangente au méme point:

3 3
a) r+y’> =11, Q(3,2) d) s$2y2+1x _1, @(1,0)
-y

s 5
b) ° Tz +y> =15 Q(2,1) e) 2y + - 6, @(2,1)
)

c) ¥ —zy+y* =3, Q(1,2) f) ze® +In(1+2zy) =1, Q(1,0)
Probleme 3.1.6 Trouvez I’équation de la droite tangente au graphe de y = f(x) au point M
spécifie.

a) *y=+z2+16, M = (3,5)

b) (x—1)2+y*=4% M =(1,2)

c) *(Br =22+ (y—1)2=5% M= (2,4

1
d) A M = (4,1)

e)y=1z>—¢e"+2, M=(0,1)

fly=0+2*)Inz, M=(1,0)

3.2 Autres applications de la dérivée

On a déja vu une premiere application de la dérivée, qui est I’équation de la droite tangente.
Dans cette section on va voir des applications de la dérivée au kinématique/mécanique, finance et
aux talx liés.

3.2.1 Applications kinématiques: vitesse, accélération

Soit s = s(t) une fonction donnée, ot ¢t > 0 et le temps et s(¢) est le chemin parcouru par un
point. On suppose que s'(t) existe, ¢ > 0. Dan la section 3.1.1 on a vu que s'(t) est la vitesse
instantannée du point en question, donc v(t) = s'(t).

De la méme facon on peut conclure que 1’accélération est la dérivée de la vitesse:
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Exemple 3.23 Un objet se déplace verticalement et son hauteur par rapport a la surface de la
t > 0 (t en secondes).

ter\re est donné en métres par h(t) = FopT
i) A quel temps ’objet commence a retoruner a la position initiale?

ii) Que valent I’hauteur et I’accélération de [’objet a ce temps?

Solution.

i) Nous recherchons le moment t a lequelle I’hauteur de ’objet cesse a augmenter et commence

a diminuer. A cet instant, la tangente au graphe de h est horizontale, voir Figure 11. Donc, nous

—+—a.5

Figure 11: Le graphe de h(t) et la tangente au point maximum

cherchons le temps t auquel h'(t) = 0, c.a.d. un temps t qui est point critique pour h. On resout

B (t) = 0:
t2 + 36 — 22 36 — t2

Nt) = = =0
O = TErser @i
36—t = 0,
t = 6 (ett= —6, mais il est exclu parce quet > 0).

On étudie aussi le signe de h'(t), pour confirmer le comportment de h(t) avant et apreés le temps
t=06:

t —00 —6 0 6 o0
Wt - o o+ o -
0 1
12
h(t \ 0/
(t) L \
12 0

Donc, pourt € [0,6) on a h'(t) > 0, ce qui signifie que h croit et I’object augmente en hauteur.
Pourt € (6,00) ona h'(t) < 0, ce qui signifie que h decroit et I’object diminue en hauteur. Il en
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suit qu’at = 6s, [’object commence a retourner a sa position initiale.
ii) Pour trouver I’hauteur, on substitue t = 6 dans h(t):
6 1
h(6) = ———=—,
62+36 12

Alors, I’hauteur est % = 0.083m. Pour trouver ’accélération de l’objet a ce temps, on trouve la
deuxiéeme derivée at = 6.

W) = ()
_ ( 36— #* )’: —2t(# + 36)° — (36 — *)2(£* + 36)2t
( 2

12 + 36) (12 + 36)4
_ —2t(t*436) — (36 —t%) - 2- 2t
B (12 + 36)3
2t —6-36t
T (12+36)3
3
1" (6) 20 (6_2 i';(f)f 0 _0.00231481.

Donc, I’accélération est —0.00231481m/32.

3.2.2 Applications financiéres: marginaux, élasticité de la demande

Marginaux Soient P(x), resp. R(z), C(z), la fonction profit, resp. revenue, colit. Alors, on
définit

P'(z) = le profit marginal a x,
R'(x) = le revenu marginal a .,
C'(x) = le coiit marginal a .

Notons que le profit marginal P’(x) sert & approcher le changement du profit quand la demande z
est augmenté de x a x + 1. Alors, c’est le profit de production d’une unité supplémentaire d’un
bien/produit spécifique. La raison est la suivante:

P(x+h)—P(x) P(x+1)— P(x)

/ IERT ~ o .
P(I)—}Zlil(l) - ~ . = P(x +1) — P(z).

Un raisonnement similaire a lieu pour R(x) et C(z).
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Elasticité de la demande On observe que pour certains biens/produits, la demande varie
beaucoup quand le prix change. Dans cette cathégorie de biens entrent typiquement des produits
de lux.

Pour d’autres biens, la demande ne varie pas (ou varie tres peu) quand le prix change. Dans ce
catégorie de biens entrent typiquement des produits de nécessité de base, tel que le lait.

L’ élasiticité de la demande est un concept qui décrit le comportement de la demande par rapport
aux changement du prix.
Définition: Soit x la demande et p = p(z) la fonction demande qui donne le prix par unité quand
la demande est x. L’élasticité de la demande a x, notée 1)(x), est donnée par

) =28 (25)

De plus:
i) Si|n(z)| > 1 on dit que la demande a x est élastique.
ii) Si |n(x)| < 1 ondit que la demande a x est inélastique.
iii) Si |n(z)| = 1 on dit que la demande a x est unitaire.

Notons que 7(x) est obtenue comme quotient du changement relative de la demande avec le
changement relative du prix, comme suit

Az
S p(@)
— lim = = 1 - .
() A0 % A0 afL  xp/(z)

Remarque 3.3 Si au lieu de p = p(x) on a la fonction x = x(p), qui est l'inverse de p(x),
I’élasticité n est donnée par:

Az Az /
.5 PRy pa(p)
n(p) = Jim 75 = lim =% ===, (20)

Az

Remarque 3.4 A quoi sert la notion de Iélasticité? Au fait, sachant que () ~ 4, on obtient
p

Ax Ap
— ~n(z)—.
'y p

Donc, a n'% de changement relatif en prix p correspond n(x) - n% de changement relatif de la
demande x. En total, ceci implique essentiellement a un changement relatif du revenu par (1+1n) -
n%. Ce fait facilite les décisions a optimiser la production. De plus on a

Proposition 3.5 Le revenue est maximal quand* n = —1.

4On peut ce convaincre comme suit. Au point de maximum, R’ = 0. Puisque R = x - p, il en suit p + xp’ = 0, d’olt

p=—xp,or L/ = —1,ciquiestn = —1
Tp
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Exemple 3.24 Soit x = 200 — p>.
i) Trouver l’élasticité quand p = 5, 10.
ii) A quel prix le revenu est maximal?

Solution.
i) Ici, il est donné x = x(p) et alors on utilise la formule (26). Comme x'(p) = —2p on obtient
200 — p?2 200 — p?
Alors
-2 52 -50 -1
g 5 — g = —
=5 = 30— " 10~ 3
1
np=5) = 2<1

Donc, a p = 5 la demande est inélastique. De Remarque 3.4 il en suit qu’a +1% de hausse du prix
correspond une baisse de —%% de la demande et donc une hause relatif de (1 — %) 1% = +§%
du revenu. Donc, a p = 5 le revenu croit si on monte le prix.

Pourp=100na

~92.102  —200
—10) = — — 9
n(p = 10) 200 — 102 100 ’
In(p=10)] = 2> 1L

Donc, a p = 10 la demande est élastique. De Remarque 3.4 il en suit qu’a une monté de +1% du
prix correspond un baisse de —2% de la demande, ce qui implique une une baisse relatif de du
revenupar (1+n)-1% = (1 - 2)% = —1%.

D’autre part, a p = 10 si on baisse le prix par —1% la demande monte par n(10)-(—1%) = 42,
donc le revenu relatif monte par (1 +n) - (—1%) = +1%.
ii) On resout n = 1, donc

2p? _
200 — p? ’
2p? = 200 — p?,
o 200
b - 77
200 : ;oo P
p = = (la racine négative est éliminé parce que p > 0).
Donc, p % ~ 8% maximise le revenu
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3.2.3 Talx liés

Soient deux fonctions f(t) et g(t) qui sont liées par une équation, disons F(f(t),g(t)) = 0. En
dérivant cette relation on trouve que f’(t) et ¢’(t) satisfont une autre relation. De ce fait, on dit que
f et g ont “talix liés”. Cette équation permet de resoudre un des f’(t¢), ¢’(t) en fonction de I’autre.

Exemple 3.25 La région occupée (ou vit) par un animal est de forme circulaire. Au moment quand
la région avait un rayon de 3 km, Uaire de la région agrandisait de tauf de 4 km? /an. On veut
trouver a quelle vitesse (taiit) grandissait le rayon au méme moment.

Pour resoudre ce probléme on note avec 1 le rayon de la région et A son aire. Ici v = r(t) et
A = A(t) sont des fonctions du temps. A et r satisfont

A=nr? ou A(t)=nrt)>.

C’est I’équation qui lie v at A (c’est I’équation E(f(t),g(t)) = 0). En dérivant cette équation on
obtient

A = m2rr.
On substitue r = 3, A’ = 4 et on resout r':

, A 41
r=—=——.
r 3

3.2.4 Problemes

Probleme 3.2.1° Un objet se déplace verticalement et son hauteur par rapport a la surface de la

terre est donné par h(t) = PRETS t>0.

i) A quel temps ’objet commence & retoruner a la position initiale ?
ii) Que valent I’hauteur et I’accélération de I’objet a ce temps?

Probleme 3.2.2 Deux objects se déplacent verticalement avec des hauteurs respectives par rap-
port a la surface de la terre hy(t) = 3t*> — Tt et hy(t) = 2t* — 4t — 2.

i) A quel temps les deux objects se rencontrent?

ii) Quelles sont leurs vitesses et accélérations a ce temps?

Probleme 3.2.3 Trouvez le profit marginal P'(z), ou P(x) = R(x) — C(x), aux cas suivants:

a) R(z) =25z, C(z) = (10 — z + 22?) d) * R(z) = 3", CO(z) = In(1 + 2?)

b) * R(z) =3+72% Clz) = e) * R(z) = (22 —1)%, C(z) = (In(1 + 2))?
¢) R(x) = ——, C(2) = x(3+4") H R@) = (14 22)8, C(x) = (e2)?
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Probleme 3.2.4 Trouvez [’élasticité de la demande. Est-ce la demande est élastique, inélastique
ou unitaire, au x spécifié?

a) *p(z) =100 — 4z, x =50 d) p(z) =10+ vz, =9
b) p(x)=2*+2 x=1 — -1
e) p(x) $+1+x’ x
x
C)P(flf)zl_i_x’ r =2 feiplx)=3z+In(l+z), x=2

Probléme 3.2.5 Pour quels x dans 'intervalle spécifié la demande suivante est élastique ?
a) plx) =144z, >0 c) *p(x) =15 — /z, = € [0,225],

b) *plx)=4+2% x>0 d) p(z) =322 +27, >0

Probleme 3.2.6 Pour quels x la demande suivante est inélastique?

1 2
_ = c) p(x) =224z >0
@) p(x) 1+2% z20
b) p(x) =2*+64, x>0 d) plz)=vzr—1 z>1

Probleme 3.2.7° Due a un accident, une nappe de petrole qui s’echappe d’un transporteur de
petrole, se diffuse en forme circulaire avec un rayon qui s’augmente avec un taix de 3m/min.
Quel est le taiix de I’augmentation de I’aire de la nappe du petrole quand le rayon est 50 m?

Probleme 3.2.8° Une échelle de longueur 10m, au temps t = 0 est a la position verticale.
L’extremité basse de I’échelle se deplace horizontallement avec une vitesse 3m/sec alors que
Iautre extremité se deplace verticalement (contre un mur vertical). A quelle vitesse se deplace
[’extremité verticale au moment quand [’ extremité basse est deplacée de 8m de sa position d’origine?

Probleme 3.2.9 Une échelle de longueur 5m, au tempst = 0 est a la position verticale. L’extremité
haute de I’échelle se deplace verticalement avec une vitesse —2m/sec alors que ’autre extremité
se deplace horizontallement. A quelle vitesse se deplace Iextremité horizontalle au moment quand
[’extremité haute est 3m loin du sol?

Probléme 3.2.10° Le volume d’un ballon sphérique s’augmente avec un taitx de 3m?/heure.
Quelle est le taiix de croissance de son rayon quand le rayon est Tm?

Probléme 3.2.11 Le volume d’un ballon sphérique s’ augmente avec un taiix de 5m? / heure. Quelle
est le taiix de croissance de son rayon quand le rayon est 11m?

Probléme 3.2.12 L’aire d’un ballon sphérique s’augmente avec un taiix de 5m*/heure. Quelle
est le taiix de croissance de son volume quand le rayon est 3m?
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Probléme 3.2.13° Le volume d’un cube s’augmente avec un taiix de 5m?/min. Quel est le taiix
de I’augmentation de son aire quand la longueur d’un coté de cube est 9m?

Probléme 3.2.14 Le volume d’un cube s’augmente avec un taiix de 9m? /min. Quel est le taix de
I’augmentation de son aire quand la longueur de son coté est 3m?

Probléme 3.2.15 L’aire d’une cube s’augmente avec un taix de 4m?/min. Quel est le tafix de
I’augmentation de son volume quand la longueur de son coté est 6m?
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3.3 Optimisation d’une fonction
3.3.1 Definitions. Premiers résultats

Un des problemes les plus importants du calcul (et méme de 1’analyse mathématique) est de
trouver la valeur maximale et minimale d’une fonction. La procédure associée est appellée opti-
misation.

Soit I C R une intervalle et f : I — R une fonction définie dans I avec Dom(f) = I. On
suppose que f est continue dans /, c.a.d. f € C°(I).

On cherche la valeur maximale et minimale de f dans I. La valeur maximale, resp. minimale,
de f dans [ est une valeur M = f(xy), resp. m = f(x,,), pour un certain x,; € I, resp. z,, € 1,
tel que

M = f(xy) =max{f(z), z € I}, m= f(z,) =min{f(z), z € I}.

La valeur maximale et minimale de f sont appellée “valeurs extremales”, ou “extrema”. Le point
g, TESP. Ty, OU le maximum, resp. minimum, est atteint s’appelle “point de maximum’”, resp.
“point de minimum’”.

f(x)

Figure 12: Une fonction f € C°([a, b]) et ces extrema

Figure 12 demontre graphiquement les extrema de f, ou x,, = x1 et x5, = .
Est-ce-que les extrema de f dans [ existent? Si oui, comment peut-on les trouver? Pour répondre
a ces questions il faut élaborér quelques notions.

Définition 3.6 Un c € I s’appelle point critique (PC) de f dans [ si:
i) f'(c) existe et f'(c) =0, ou
ii) f'(c) n’existe pas mais f(c) existe.

Cette définition est motivée par la Figure 12, ou a gauche la dérivée est z€ro aux points x,,, et z,y,
alors qu’a droite la dérivée au z,, n’existe pas. On a cette proposition:

Proposition 3.7 Si f(c) est un extrema, alors c est un point critique.
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Le résultat de cette proposition est assez intuitive. En effet, si f’(c) existe alors la droite tangente
a (c, f(c)) est horizontale, donc f'(c) = 0.

Remarque 3.8 A noter que le contraire de la proposition n’est pas vrai en général. Par exemple
la fonction f(x) = 2® dans I = [—1,1] a un point critique ¢ = 0, mais f(0) n’est pas un extrema
(ni maximum, ni minimum) de f dans 1.

Proposition 3.7 suggere que pour trouver les extrema de f il faut trouver les points critiques de
f dans I. Avec la notion du point critique on a ce premier résultat.

Theorem 3.9 Soit [ = [a,b] et f € CO(I). Alors, les extremas de f dans I existent. Plus
précisement, si m, resp. M, est la plus petite, resp. plus grande, valeur de f dans I alors on
trouve ces valeurs comme suit.

1. On trouves les points critiques de f dans 1.
2. On évalue f aux PCs et aux extrémités de [a, b, c.a.d. f(a), f(b).

3. La plus petite, resp. grande, valeur trouvée au 2. est m, resp. M.

Exemple 3.26 Trouvons les extrema de f(x) = z* — 2z + 3 dans Uintervalle I = [0, 4].

D’abord on note que I est une intervalle fermée et | est continue dans I. Donc les extrema de
f dans I existent. Ensuite, les points critiques de [ sont donnés par f'(x) = 0, parce que f'(x)
existe pour tout x. Donc

fl(x)=22—-2=0, z=1.
On évalue f:

f0)=3, f(1)=2, [f(4)=11
Donc f(4) = 11 est le maximum de f et f(1) = 2 est le minimum de f dans 1.

Remarque 3.10 A noter que si I n’est pas fermé alors les extrema de f dans I, en général,
n’existent pas. Par exemple, soit f(x) = x et [ = (0,1). Alors, f n’atteint pas ni maximum,
ni minimum dans 1. Quelqu’un pourrait penser que le minimum est 0, mais puisque f atteint 0 que
pour x =0, et 0 & I alors on conclut que le minimum de f dans I n’existe pas.

On raisonne de facon similaire pour le maximum.

3.3.2 Intervalles de monotonie. Classification des points critiques |

On a vu avec I’exemple f(z) = 23 dans la Remarque 3.8 qu’un point critique, en général, n’est
pas un extrema. Que peut-on dire des points critiques?

Dans Figure 12, x3 et 24 sont des points critiques, mais f(x3), f(z4) ne sont pas des extrema.
En fait, f(x3) est un minimum local, et f(x4) est un maximum local.
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Définition 3.11 En général, c € I, resp. C € I est un point d’un minimum, resp. maximum, local,
si f(c), resp. f(C), est la plut petite valeur, resp. plus grande valeur, de f(x) pour x dans un petit
voisinage de c, resp. C' (voir Figure 13), i.e.

fleo) < f(x), f(C) > f(x), pourx presdec, resp. C.

£(x)

Figure 13: Une fonction f € C%(a, b]) et ses extrema locaux ¢, C

On a deux criteres pour classifier les points critiques. Le premier utilise 1a monotonie des fonctions
(Ies fonctions croissantes et décroissantes), alors que le deuxieme utilise la concavité des fonctions.

Définition 3.12 Une fonction est croissante, resp. décroissante, dans une intervalle I (voir Figure
14) si

Vay, g € I, 71 <xy = f(11) < f(22), resp. f(w1) > f(x2).

En général, toute intervalle I ou f est croissante ou décroissante est appellée “intervalle de mono-
tonie”.

Figure 14: A gauche une fonction croissante, a droite une fonction decroissante

La proposition suivante donne des criteres pour la monotonie des fonctions.

Proposition 3.13 Soit f une fonctions dérivable dans une intervalle I. On a:

i) Si f'(x) > 0 pour tous les x € I alors f est croissante dans I (on écrit /).
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ii) Si f'(x) < 0 pour tous les x € I alors f est décroissante dans I (on écrit ).

iii) Si f'(x) = 0 pour tous les x € I alors f est constante dans 1.

A Iaide de cette proposition on a ce premier critére de classification des points critiques.

Theorem 3.14 (I-ére classification des P.C.s) Soir ¢ € (a,b) un point critique de f. On a les
suivants.

i) Si f'(x) < 0 pour tout x € |a,c| et f'(x) > 0 pour tout x € [c,b] alors c est un point de
minimum local.

ii) Si f'(x) > 0 pour tout x € |a,c| et f'(x) < 0 pour tout x € [c,b] alors c est un point de
maximum local.

Le tableau ci-dessous résume le contenu du théoreme.

Tla c b r|a c b
fle) | = ¥ )|+ I
AV N max. loc.
f(z) min. loc. f(z) S AV

Au cas ou on a un seul point critique on a cette proposition.

Proposition 3.15 Supposons que ¢ € I, I intervalle finie ou infinie, est le seul point critique de f
dans 1. Si c est une point de minimum local, resp. maximum local, alors c est un point de minimum
global, resp, maximum global, de [ dans I.

Exemple 3.27 Trouvons les PCs de f(z) = xIn(z) et les classifions.
Onal = Dom(f) = (0,+00). Les points critiques de f sont de la forme f'(x) = 0. Donc
fx)=Inz+1=0, Inz=-1, z=c"
Pour le signe de f'(x) on a:
z |0 e! —+00
fle) | - +
fla) | N /

main. loc.

Le signe de f'(x) on le trouve comme suit. Dans chanque intervalle (0,e™') et (e™!, +00) on prend
un point T qui nous convient et on évalue f'(x). Le signe de f'(x) est le signe de f' dans toute
Uintervalle. Par exemple, e’ € (e7!, +0), f'(e!%) = In(e!®) +1 =11 > 0, et e € (0,e71),
fle®) =Ine)+1=-9<0.

On conclut que

flehYy=elln(e?) =—e!

est minimum global de f dans I = (0, +00) parce que e~ est le seul point critique.
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3.3.3 Intervalles de concavité. Classification des points critiques Il

Que-ce-que c’est une fonction concave? A quoi sert la concavité?

Considerons I’example suivant. Supposons que vous avez a prendre une décision sur les poli-
tiques de la santé publique pour affronter une épidémie. Supposons que le graphe de la fonction
qui represente le nombre des personnes infectées par 1’épidémie est donné dans la Fig 15. Dans
les deux cas I’épidémie s’étend parce que le nombre des personnes infectées croit. Pourtant, il y
une différence fondamentale entres ces deux cas. A gauche, le pente de la tangente décroit, qui
veux dire que le talix de croissance de I’épidémie baisse, avec une tendance de devenir zéro, qui
laisse penser que le traitement dans ce cas est efficace. Par contre, dans le cas a droite la pente de
la tangente croit, qui veux dire que le talix de croissance de I’épidémie augmente, qui laisse penser
que le traitement dans ce cas n’est pas efficace.

-

y y

/ X // X
Figure 15: A gauche: une fonction croissante avec la pente qui décroit; a droite: une fonction
croissante avec la pente qui croit.

La notion de la concavité sert a distinguer le comportement de la pente d’une fonction, c.a.d. de
la dérivée de la fonction. La concavité d’une fonction est aussi liée a la classification des points
critiques, comme on va le voir plus loin dans cette section.

Définition 3.16 Soir f : I — R une fonction et supposons que f est deux fois dérivable dans 1.

1) On dit que f ext concave vers le haut (c.v.h.) (voir Fig. 16, gauche) dans I si f"(x) > 0 pour
tout x € I. On represente une fonction c.v.h. dans I par —.

2) On dit que f ext concave vers le bas (c.v.b.) (voir Fig. 16, droite) dans I si f"(x) < 0 pour tout
x € 1. On represente une fonction c.v.b. dans I par —.

3) Une intervalle I out f est c.v.h. ou c.v.b. est dite “intervalle de concavité’.

Puisque f”(z) = (f'(z))’, si f"(xz) > 0 dans (a,b) alors f'(x) est croissant dans (a,b). De
méme, si f”(x) < 0 dans (a,b) alors f’(z) est decroissante dans (a, b), voir Fig. 17. Donc on a la
proposition suivante.

Proposition 3.17 Soit f : [ — R. Si f est c.v.h., resp. c.v.b., dans I, alors f' est croissante, resp.
décroissante, dans I, voir Fig. 17.
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y
£(x)>=0
/ 7 (x)<=0
\/ X

Figure 16: A gauche: une fonction concave vers le haut; a droite: une fonction concave vers le bas

f’(x)>=0 /

£ (x)<=0

Figure 17: A gauche: une fonction c.v.h. et ses droite tangentes; i droite: une fonction c.v.b. et ses
droite tangentes

y y
X

Remarque 3.18 Si f”(xz) = 0 dans une intervalle I alors f(x) est une fonction linéaire de la
forme f(x) = kx + b parce que f"(x) = O signifie [’ est constante, disons f'(x) = k. D’oi
f(z) = kx + b, avec un certain b.

Dans I’étude des fonctions, on utilise aussi la notion du point d’inflexion.

Définition 3.19 Soit f : [ — R une fonction. Un point ¢ € I est dite “point d’inflexion” (P.1.) si
f est continue a c est f change de concavité en passant a c.

Example 3.28 Généralement, si c est un Pl alors f"(c) = 0. Mais pas toujours! En effet, consid-
érons les exemples suivants.

i) Soit f(x) = x3. Alors c = 0 est PI parce que f"(x) = 6z et donc f"(x) change de signe en
passant par x = Q.

ii) Soit f(z) = 7. Ona f"(x) = 2273, donc f"(x) change de signe en passant par x = 0.
Or, f n’est pas continue a 0. Donc, x = 0 n’est pas un PI.

iii) Soit f(z) = z*. Ona f"(0) = 0, pourtant x = 0 n’est pas un PI parce que f"(x) = 1222
ne change pas de signe en passant par x = 0.
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Maintenant, on peut donner un deuxieme résultat de classification des points critiques.

Theorem 3.20 (II-eme classification des P.C.s) Soit ¢ € (a,b) un point critique de f, avec
f'(¢) = 0. On a les suivants.

i) Si f"(c) > 0alors c est un point de minimum local.
ii) Si f"(c) < 0alors c est un point de maximum local.
iii) Si f"(c) = 0 le théoréme est inconclusif.

Le tableau ci-dessous résume le contenu du théoreme.

T|a c b rla c b
f(z) 0 f'(x) 0
f//(x) + f”(l’) .
max.loc.
hV / f(z) /! N\
f(x) min.loc.

Exemple 3.29 Soit f(x) = 2*—242%+1. Trouvons les points critiques, les intervalles de concavité
et les Pls de cette fonction.
Ona

f'(z) = 42° — 487 = 4z (2* — 12).
Alors, f'(x) = 0 donne

r=0, z=+V12=42V3
qui sont les PCs de . De plus

f(z) = 120% — 48 = 12(2® — 4).

Les racines de f"(x) = 0 sont donc x = +2. Faisons un tableau qui regroupe les résultats et les

signes de f'(x), f"(x).

T | —00 —2v/3 —2 0 2 2v/3 400
f'(x) — 0 + + + 0 - - - 0 +
1" (x) + + + 0 - - - 0 + + +

max.loc
S ¢ g

f(x) PI Pl e

NS N
loc.min min.loc

Donc, © = +2 sont des PIs, f(+2v/3) sont des min. locaux et f(0) est max. local.
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3.3.4 Problemes

Probleme 3.3.1 Trouvez les points critiques des fonctions suivantes et classifiez-les.

s x 1
st -2
b) " f(x) = |x ~ 1] &) * f(2) = ——
c) * flx) =2~ |z -2 f flx)=2%—922 +8x —7

Probleme 3.3.2 Trouvez les intervalles de monotonie (les intervalles de croissance et de decrois-
sance) des fonctions suivantes

a)sf@):;z—;lg e) f(z) =z —1]

b) f(x) :{ if;; ii f fla)= 1fo — ||

o fla) = T 9 f(2) = a?— 3z -2

d) f(:v)zgcgl_4 h) f(z)=a®—322— 9z —7

Probleme 3.3.3 Trouvez les points d’infléxion et les intervalles de concavité des fonctions suiv-

antes
a) * f(r) =2 —222+ 32— 11 e) flz)=a3—2z
S ) = —2 N fla) =t
b) * f(#) = 0 o 1
22— 3 g fla)=——
d) f(z)=a2*— 223 h) f(x)=x2_4

3.3.5 Modélisation et optimisation

Dans cette section, a travers quelques exemples on va démontrer comment modéliser quelques
problemes d’optimisation, et les resoudre. Généralement, la liste des opérations a suivre est:

1) On modélise le probleme en termes mathématiques, c.a.d., on identifie la fonction a opti-
miser et on pose le probleme d’optimisation.

2) On trouve les PCs de la fonction.
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3) On classifie les PCs.
4) On trouve la solution.

Example 3.30 Soient x,y > 0 et on considére la somme s = x + y et le produit p = zy. Parmis
toutes les couples (x,y) satisfaisant s = 10, trouvons le couple qui maximise le produit p.

Solution.
1) Ici, on a deux variables x et y. A resoudre est

trouver le maximum de p = xy, avec z,y > 0.

En utilisant la condition 4+ y = 10, on peut éliminer une, disons y. En effet, puisque x + y = 10,
alors y = 10 — z. On remplace y dans p = xy et on obtient p = (10 — x) = 10z — x2. Donc, 2
resoudre est

trouver le maximum de p(z) = 10z — z? pour x € I = [0, 10],

parce que x,y > Oetx = 10 — y < 10. On procede avec la procédure.
2) Les points critiques.

p(x)=10—2x =0, x=05.
3) Classification de PCs. On utilise Théoréeme 3.20:

p'(z) = —2.

Donc, p/(5) = 0, p”(5) < 0. Il en découle que = = 5 est un point critique de maximum local.
Puisque = = 5 est le seul PC de p dans I, est que ce PC est un maximum local, il en suit que

2 = 9 est un point de maximum global de p dans I (de Proposition 3.15).

4) Alors © = 5,y = 10 — 2 = 5. Donc (5, 5) est le couple qui maximise le produit p parmis toutes

les couples (x,y) satsfaisant z + y = 10, 2,y > 0. O

Example 3.31 On considére tous les nombres x,y > 0 tels que xy = 100. Quel est le pair (z,y)
parmis eux qui minimise la somme s = v + y?

Solution.

1) Soit s = x 4+ y. On cherche a minimiser s = x + y, avec z,y > 0. On élimine une variable,

. o . U 100
disons y, en utilisant la relation xy = 100. De ce dernier il suit que y = — et alors
x

(z) n 100
S=S8\T)=T —_—.
Xz
On cherche alors a minimiser la fonction s(z) pour z € I = (0, +00).

2) Les PCs. La dérivée s'(x) est

, .. 100 2*—100
W=l =
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Alors, s'(z) = 0 donne z* — 100 = 0, z = 10 (et x = —10, mais il est éliminé parce que z > 0).
Dongc, le PC de s est z = 10.
3) Clasiffication. La dérivée s”(x) est

200
/ J—

Puisque f”(10) = E > 0, il suit que = 10 est minimum local de s(x).
4) Puisque = = 10 est le seul PC de p dans I, est que ce PC est un minimum local, il en suit que
x = 10 est un point de minimum global de s(x) dans I (de Proposition 3.15).

Donc, x = 10 et y = 100/10 = 10 est le couple qui minimise la somme s parmis toutes les
couples (z, y) satsfaisant xy = 100, z,y > 0. a

Exemple 3.32 Un agriculteur veut construre pour ses animaux une cloturage de forme rectangu-
laire et de I’aire 5400 m?. Due au terrain, le coiit d’un coté du cloturage est $20/m alors que pour
les trois autres cotes le coiit est $10/m. Quelles sont les dimensions du cloturage qui minimisent le
coiit?

Solution.
1) Soient x et y les dimensions du cloturage. Donc on a z,y > 0. Il est donné que xy = 5400.
2) Le cofit associé et

C= 10(z+z+y) + 20y = 20z + 30y.
—_— ~~
le cofit de 3 cotés le colit de 1 coté

On cherche z,y > tes que le colit C' devient minimal.

3) On élimine une des variables dans la formule de C, disons y. De xy = 5400 on obtient

5400
y = ——, et alors
x

30 - 5400
P

C =20x+

Alors, on resout le probleme: minimiser C'(x) pour z € I = (0, +00).
4) PCs. Les seuls PCs de C' sont donnés par C’(x) = 0. Donc

. 2 _— .
30 - 5400 _ 907 30270 _

2 2

C'(z) =20 — 0,

qui donne
22 —30-270=0, 2>=30-270=30-30-9, = =30-3=90.

5) Classification. On a

305400 - 2
D

O (x) . C"(90) >0
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Donc C'(90) est un minimum local. Puisque = = 90 est le seul PC de C' dans [ on déduit que
C(90) est minimum global de C dans I.
5400

90 = 60 minimisent le coft. O

6) On conclutque x =90 ety =
Example 3.33 On se dispose de 100 metres linéaire de filets a utiliser pour construire un bassin
maritime rectangulaire qui servira pour l’élevage de poisson. Sdchant que toute coté du bassin
doit étre au moins 2 m, quelles sont les dimensions du bassin qui maximisent [’aire?

Solution.
1) Soient x et y les dimensions du bassin rectangulaire. Il est donné que 2z + 2y = 100, qui est
équivalent a x + y = 50, et que x,y > 2. A noter que de cette condition il découle x > 2 et
x=50—y <48,donc x € I = [2,48].

A maximser est I’aire A = zy, avec x, y > 2. On élimine une des variables, disons ¥, en utilisant
la relation x 4+ y = 50. Cette relation donne y = 50 — x et alors A(z) = z(50 — x).

Donc, a trouver la valeur maximale de A(x) = (50 — z) pour x € I = [2,48].
2) PC. La fonction A est continue et sa dérivée est A'(z) = 50 — 2x. Puisque A’(z) = 0 donne
x = 25 il en suit que x = 25 est le seul PC de A dans /.
3) Classification. On peut utiliser Théroeme 3.9. En effet, puisque

A(2) =2(50 —2) = 96, A(25) = 25% = 625, A(48) = 48(50 — 2) = 96,

on conclut de que = = 5 est PC de maximum global. Donc, z = 25 et y = 50 — 25 = 25 sont les
dimensions qui maximisent 1’aire du bassin. a

Example 3.34 Un pizzayol vend 6000 pizzas quand le prix par unité est de $10. Le pizzayol a
observé que pour toute augmentation/baisse du prix de pizza par $1 les ventes baissent/augmentent
de 100 pizzas.

i) En supposant que la fonction demande est linéaire, trouvez les fonctions demande et revenue.
ii) Pour quel prix de pizza par unité le revenu devient maximal?

Solution.
1) Soit 2 la demande et p(x) la fonction demande. Puisque p(z) est linéaire, donc p(x) = kx + b,
ona

Ap +1 —1 1
k‘ = — = —= = ——
Az —100 4100 100
1
Donc, p(x) = ———z + b. Puisque p(6000) = 10, on rempace p = 10, = 6000 et on obtient b:

100

1 1
10 = —— 600045, dott b=10— [ —— ) 6000 = 10 + 60 = 70.
100 +6, dou < 100) *

Donc

1 1
p(x) = —m$ +70, R(r)=uxp(x) = —1—001’2 + 70z.
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2) Donc, le probleme est a trouver la valeur maximale de R(x) pour z € I = [0, 4+00), et le prix
associé.
3)PCs. On a

1 1

Les points critiques sont donnés par R'(z) = 0, ce qui donne

1
—%x +70=0; dou x="70-50= 3500,
est le seul PC de R(z).
4) Classification. De plus,

1
R'(z) = —— <0.
()= =%
Donc, a x = 3500 la fonction R(x) atteint un maximum local. Or, puisque x = 3500 est le seul
PC dans [0, +00) il en suit que le maximum local est un maximum global.
5) Le prix qui correspond a = = 3500 est

1
p(3500) = _TOOBE)OO + 70 = =35+ 70 = 25.
Donc, pour un prix de pizza par unité de $25 le revenu devient maximal. a

Example 3.35 Avec une piéce de carton de 108 cm? on fait des boites rectangulaires de base
carrée, avec la face du haut ouverte. Quelles sont les dimensions de la boite qui maximise le
volume?

Solution.
1) Soit x 1a dimension d’une coté de la base (carrée), h 1’hauteur de la boite, A 1’aire de la boite et
V' son volume. Il est donné que

z,h>0, A= z? + 4zh =108,
~~ ~~

la base du bas  quatres faces lattérales

parce que la face du haut et ouverte.

A noter que puisque z,y > 0 et 22 = 108 — 4xh on déduit que = € I = (0,/108).
2) Le volume est V' = z2?h. On élimine h du volume en utilisant la relation z? + 4zh = 108. En
effet

1 _ 2
o= BT o
4o
108 —22 1 1
= 2220 Ch(108 — 22) = ~ (1087 — o).
Vv T 4:1:( 08 — z) 4( 08z — x7)
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Donc, a maximiser V (z) pour z € I.
3) PCs et classification. Il en suit que

Vi(z) = 2(108—3&),
V(@) = 1(~6o)

L’équation V'(z) = 0 donne
108 —32° =0, 32* =108, 2*=36, 2z =6, (etz = —6;éliminé parce que x > 0).

Puisque V”(6) < 0, z = 6 est un maximum local. Puisque = = 6 est le seul point critique de V'
dans I, on déduit que V'(6) est un maximum global de V.
4) En conlusion,

108 — 62
xr =6cm, h=——— =3cm,
4-6
sont les dimensions qui maximisent le volume. O

Example 3.36 On fait des boites rectangulaires de base carrée et face de haut ouverte, et de
volume 27 cm?, Le coiit de la base est $20 par cm?, alors que le coiit de chaque face lattérale est
de $10 par cm?. Quelles sont les dimensions de la boite qui minimisent le coiit?

Solution.
1) Soit x 1a dimension de la base (carrée), h I’hauteur de la boite et V' son volume. Il est donné que

z,h >0, V=a?h=27.

Notez qu’ici z € I = (0, +00).
Le cofit est donné par

C = 20 - 2* + 10 - 4zh, = 2022 + 40zh,
S—— N—_——

le colit de la base le cofit des quatres faces laterales
parce que la face du haut et ouverte.
2) Puisque V' dépend de x et h, on élimine une des variables x, h, par exemple h, en utilisant

27
22h = 27. On obtient h = — et alors
x

27 1
C = 2027 +40 - 1= = 202”440 - 27—
xr x

Donc, a minimiser C'(z) pour z € I.

3) PCs et classification. On a

40 - 27 527
=gt

2

C'(z) = 40z —

T
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40-27-2
+—

C"(x) = 40 3

L’équation C’(x) = 0 donne z* = 27, donc = = 3.

Puisque C”(3) > 0 on conclut que C'(3) est un minimum local. Puisque x = 3 est le seul point
critique de C' dans [ on déduit que C'(3) est un minimum global de C.
4) En conlusion,

27
T = 3cm, h:§:3cm,
sont les dimensions qui minimisent le cofit. O

2

Example 3.37 La fonction demande d’un produit est donnée par p(x) = e~ %, ou x est le nombre

des unités et p(x) est le prix par unité. Quel prix par unité maximise le revenu?

Solution.
I)Iciona
R(z) = ap(x) = ze .

On charche a maximiser R(z) pour x € I = (0, +00).

2)Ona
R(z) = e —2xe 2 = (1 —2x)e **,
R'(r) = =22 +(1-2z)(-2)e* = (-2—-2(1 — 27))e >
= 4z —1)e ",

1
3) PCs et classification. Les solutions de R'(z) = 0 sont 1 — 2z = 0, donc = = 3 est le point
1 1

2) = 4(—5)671 < 0, il suit que x = 5 estun point de maximum

local de R. De plus, comme = = 3 est le seul point critique de R dans /, on conclut que z = %

critique de R(z). Puisque R"(

maximise R(z).
4) Le prix correspondant est p(1/2) = e~ 1. O

Example 3.38 On veut dessigner un cahier de notes en forme rectangulaire, dont I’aire de I’ écriture
est de 24 cm? et les marges verticales sont de 1 cm alors que les marges horizontales sont de 1.5
cm. Quelles sont les dimensions du cahier qui minimise [’aire totale du papier?

Solution.
1) Soient z et y les dimensions de I’aire de 1’écriture du cahier. Les dimensions de I’aire totale
seront alors « + 2 et y + 3, parce que il y a deux marges verticales et deux horizontales.

Il est donnée que I’aire de 1’écriture satisfait

Ty = 24.
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On cherche a minimiser I’aire totale du cahier, soit A = (x + 2)(y + 3), pour z > O ety > 0.
Ici, on élimine une variable, disons y, en utilisant la relation xy = 24. De cette relation on
obtient

24
y = —; dou
x

24 4
Alz) = (z+2) (;4—3) :24+3x+;8+6

48
= 3r+ — + 30.
x
Donc, a maximiser A(x) pour z € [ = (0,+00). Les bornes de I découlent du fait z,y > 0 et
24
r=—.
Y
2)Ona
48 96
o "oy

3) PCs et classification. Les solutions de A’(x) = 0 sont
3—— =0, 32°—-48=0, 2°=16, x =4, (x = —4estéliminé parce que = > 0)

Donc, x = 4 est le seul point critique de A dans /.
Puisque A”(4) > 0, on déduit que z = 4 est un point de minimum local. De plus, comme z = 4
est le seul point critique dans I on obtient que A atteint un minimum local a x = 4.
4) En conclusion,
24 24

r=442=6cm, y=—+3=—+4+3 =9cm,
x 4

sont les dimensions du cahier qui minimise son aire totale. a

Example 3.39 Une tige mince de métal de longueur { est coupée en deux morceaux. La premiére
partie est tordue pour créer un cercle alors que la deuxiéme est tordue pour créer un carré. Ou
doit-on couper la tige afin de minimiser [’aire totale des deux figures?

Solution.
1) Soit r le rayon du cercle et a le coté du carré. Alors 1’aire des deux figures est

A=mr*+d%

C’est A qu’on va minimiser.
On va éliminer une des variables, disons a. Comment? Notons que le périmetre des deux figures
est £. Donc

1
2nr +4a=/¢; d’ou a= Z(f —27r).
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On remplace dans A et on obtient
1 ? 1
Alr) = mr?+ (Z(ﬁ — 27T7”)> = mr? + 1—6(€ — 27r)?

1
= mr’+ E(Qm‘ —0)? rel:=|0,1].

3) PCs. Il en suit que

A(r) = 277+ %2(2%7’ —0)(2r) =2 (r + %(2777" - £)) —on (r (1+ %) - g) .

Alors, A’(r) = 0 donne

4
1+%  8+2r1

r

qui est le seul point critique de A.
4) Classification. Puisque

() =2 (1+ %) >0,

14 .. .
est un minimum local. Or, puisque r =
) ) 8+2m ) + 27
dans / il en suit que ce minumim local est un minumum global.

5) En conculsion, la tige doit étre coupér en deux morceaux de logueur

on conclutque r =

est le seul point critique

l l 8
2nr = 2 -2 =/
T o "St2r  s+or
afin de minimiser 1’aire des deux figures. g

Example 3.40 Avec une piéce de carton de 54w cm? on fait des boites cylindriques de base circu-
laire. Quelles sont les dimensions de la boite qui maximise le volume?

Solution.
1) Soit r le rayon de la base et h ’hauteur du cylindre, A I’aire de la boite et V' son volume. Il est
donné que

rh>0, 2mr?+21rh =541 = A,

parce que I’aire d’une base est 772 et I’aire de la surface lattérale est 277h.
2) Le volume est V' = 772h. On élimine A du volume en utilisant la relation 2712 + 27rh = b4,
ou bien 72 + rh = 27. En effet

27 — r?

ho= =5, dob
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227—7“2
T

V = ar =11 (27 — r?) = 7(27r — ).

Donc, a maximiser V(r) pour r € I = (0,/27). Les bornes de I sont trouvés par le fait que
r>0,h>0etquer? =27 —rh,donc r? < 27, d’ ol r < v/27.
3) Il en suit que

V'(r) = =w(27 —3r?),

V"(r) = m(—6r).

4) PCs et classification. L’équation V’(r) = 0 donne
27 -3r* =0, 3r*=27, r*=9, r=3, (etr = —3;éliminé parce que r > 0).

Le point critique » = 3 est un maximum local, parce que V" (3) < 0. Puisque » = 3 est le seul
point critique de V' dans 7, on déduit que » = 3 est un point de maximum global de V.
5) En conlusion,

27— 3?
I

r=3cm, h = 6cm,

sont les dimensions qui maximisent le volume de la boite. O

3.3.6 Problemes

Probleme 3.3.4 Soit f(x) une fonction donnée comme ci-dessous.
i) Expliquez si f atteint son maximum et minimum dans l’intervalle [a, b].

ii) Si oui, trouvez le maximum et minimum de f dans [a, b] indiquée.

a) * f(x) =23 -4z +1, [a,b] = [-3,3] e) * f(z) =ze ", [a,b] = 0,2]
b) f(z) = ;2—;13 [a,b] = [—2,4], ) (@) =xIn(l+z), [a,0] = [0,3]
¢) ® flz) = é’ [a,b] = [1,2] g) f(z) = xgi_ 1 [a,b] = [0,2]
@) * () = o 0l = 1,3 W i) =" e =03

Probleme 3.3.5 On consideére tous les nombres x,y € [1,100] tels que xy = 100. Quel est le pair
(x,y) parmis eux qui minimise la somme x + y?

Probleme 3.3.6 On considére tous les nombres x,y € [0,500] tels que x + y = 500. Quel est le
pair (z,y) qui maximise le produit xy?
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Probleme 3.3.7 On se dispose de 100 metres linéaire de filets a utiliser pour construire un bassin
maritime rectangulaire qui servira pour l’élevage de poisson. Sdchant que toute coté du bassin
doit étre au moins 2 m, quelles sont les dimensions du bassin qui maximisent [’aire?

Probleme 3.3.8 Un agriculteur se dispose de 1000 métre linéaire de cloture a utiliser pour clo-
turer un terrain en forme rectangulaire afin de confiner ses animaux. Un coté du terrain est
délimité par un escarpement, et donc il a décidé de ne pas cloturer ce coté. Sdachant que toute
coté de la cloture doit etre au moins 5 m, quelles sont les dimensions de la cloture qui maximisent
Iaire?

Probleme 3.3.9 Un agriculteur veut construre une cloturage de forme rectangulaire pour ses an-
imaux, de 3000 m®. Due au terrain, pour un cété du cloturage coiit est de $20/m et pour les trois
autres cotes le coiit est de $10/m. Quelles sont les dimension qui minimisent le coiit?

Probleme 3.3.10 Un vendeur de hamburger vend 2000 hamburgers par semaine, a un prix de $10
par unité. D’expérience il sait qu’il vend 250 hamburger de plus pour toute réduction de $0.25.
Supposant que la fonction demande et linéaire, a quel prix par unité son revenu sera maximal?

Probléme 3.3.11 Avec une piéce de carton de 108 cm? on veut faire une boite rectangulaire de
base carrée, avec la face (base) du haut ouverte. Quelles sont les dimensions de la boite qui
maximise le volume?

Probleme 3.3.12 One fait des boites rectangulaires de base carrée et face de haut ouverte, et de
volume 125 cm?. Le coiit de la base est $20 par cm?, alors que le coiit de chaque face lattérale est
de $10 par cm®. Quelles sont les dimensions de la boite qui minimisent le coiit?

Probleme 3.3.13 On veut dessigner un cahier de notes en forme rectangulaire, dont [’aire de
I’écriture est de 24 cm? et les marges verticales sont de 1 cm alors que les marges horizontales
sont de 1.5 cm. Quelles sont les dimensions du cahier qui minimise [’aire totale du papier?

Probléme 3.3.14 La fonction demande d’un produit est donnée par p(x) = e~ %%, ou x est le nom-

bre des unités et p(x) est le prix par unité. Quel prix par unité maximise le revenu?

3.4 Tracer le graphe d’une fonction

Le graphe d’une fonction est tres utile parce qu’il donne une apercue générale de la fonction.
Les dérivées font un instrument analytique qui aide a visualiser le graphe des fonctions. Plus
particulierement, la dérivée premiere aide a identifier les intervalle de monotonie et les extrema, et
la dérivée seconde a identifier les intervalles de convexité et les points d’inflexion.

Pour tracer le graphe d’une fonction, généralement, on suit les pas suivants.

1) On trouve Dom(f).
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2) On trouve les AV et AH.

3) One trouve les intersections avec les axes, c.a.d. les points (x,0) avec f(z) = 0 et (0, f£(0)).
4) On calcule f’(z). On resout f'(x) = 0.

5) On calcule f”(x). On resout f”(z) = 0.

6) On cré un tableau avec quatres lignes et plusieures colonnes. Dans les lignes on met z, f'(z),
f"(x) et f(x). Dans les colonnes on mets les valeurs particulieres de = qu’on a trouvé.

7) Dans ce tableau on identifie les PCs, les intervalles de monotonie, les extrema (globales et/ou
locales), les PIs, les intervalles de concavité.

8) On trace le graphe de f.
Exemple 3.41 Tracez le graphe de la fonction f(x) = 2° — 22? — 5z + 6.
1) Ici, dom(f) =R.

2) L’ordonnée a l'origine est (0, (f(0)) = (0,6). L’intersection avec I’axe des x est donnée
par (x,0) avec f(x) = 0. On trouve une premiére racine de f(x) = 0 en essayant quelques
valeurs v = 0, £1, £2. On vérifie que x = 1 est une solution. Pour trouver les autres racines
ondivise f(x) par x—1 et on trouve f(z) = (x—1)(z*—x—6) = (x—1)(z —3)(z — (—2)).
Donc, les solutions sont v = —2,1,3 et les intersections avec [’axe des x sont les points
(—2,0), (1,0), (3,0).

3) f étant un polynéme, il n’y a pas de AV et AH.
4) Ona
f'(z) = 32® — 42 — 5.
Alors, f'(z) = 0 donne x = (4+ /16 + 60) = (2 + V19) ~ —0.8,2.3, qui sont les PCs,
5) De plus,

f"(z) = 6x — 4,

2
d’on f"(x) = 0 donne x = 3
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6) On crée le tableau, avec le signe de f'(x), f"(x) et les intervalles de monotonie et de con-

cavité.
2
T | —00 -2 —0.8 3 1 2.3 3 400
f/(x) + 4+ + 0 - - = 0 + + + 4+ +
' (x) - - - — - 0 + + + + + + +
max. loc
f(@) T \ %
S PI a
_ /! N g /!
/ ~ /
mir&/loc

7) Ensuite on trace le graphe de f, see Fig. 18.

f(x)

4
/

Figure 18: Le graphe de la fonction f(z) = 23 — 222 — 52 + 6

Exemple 3.42 Tracez le graphe de la fonction f(x) = (1 — x%)e "
1) Ici, dom(f) =R.

2) L’ordonnée a l'origine est (0, (f(0)) = (0,1). L’intersection avec I’axe des x est donnée
par (x,0) avec f(x) = 0. Donc (1 — z*)e ™™ = 0, 0r 1 —2? = 0, d’on v = £1, et alors
(£1,0) sont les points d’intersection avec I’axe des .

3) fn’apasde AV parce que f est continue, et y = 0 est AH a x = 400 parce que

L ) =0
La fonction n’a pas de AH a —oo parce que lim  f(x) = —o0.

T——00
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fll@) = (=22)e™™ + (1 —a)e "(-1)

= (2 =2z —1)e "

Alors, f'(z) = 0donne 2?> —2x — 1 =0d’onzxr =1+ V2 ~ —0.4,2.4, qui sont les PCs.

5) De plus,

f'l@) = (2z—-2)e "+ (" — 20— 1)e (1)
= —(@®—dr+1)e "

Alors, f"(z) = 0donne 2?> —4x +1=0d ot x = 2 & V'3~ 0.3,2.7, qui sont les PCs.

6) On crée le tableau, avec le signe de f'(x), f"(x) et les intervalles de monotonie et de con-

cavité.

T | —00 -1 —0.4 0.3 1 2.4 2.7 +o00

f'(x) + 4+ + 0 - - = 0 + + + 4+ 4+

1 (x) - - = — - 0 4+ + + + + 0 -
max. loc. },

() % N o

N PI /

Ve Ny PrI
N S
min\./loc.

7) Ensuite on trace le graphe de f, see Fig. 19.

f(x

/1 0.3 1 2.3 2.7

Figure 19: Le graphe de la fonction f(z) = (1 — z%)e™*
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3.4.1 Problemes

Probleme 3.4.1 Tracer le graphe des fonctions suivantes:

a) f(z) =2+ 4z — 3 H fa) = xgi4
b) f(x):%$3—gx2+10x+9 g) fl@)=aP+a2+x+1
T h) f(z) =12%—32*— 92 +6
AN i) f(x) =a° — 22 — 5246
d) f(;z;):”’Q;l J) @)= (1—a%e™
B fla) = 2=k
0 )= D f@) = ana
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4 Calcul integral

Le calcul integral a été inventé simultanement par Leibniz et Newton au 17¢éme siecle. Leur
travail été motivé en grande partie par la solution des problemes de la vie réelle.
A la fin de ce chapitre I’étudiant

v aura une compréhension de la notion de I’integrale et des téchniques de base de calcul des
integrales,

v’ et pourra appliquer les outils du calcul integral aux domaines diverses, tels que finances et

géometrie.

4.1 Motivation

Pourquoi veut-on intégrer une fonction? Qu’est-ce-que c’est I'integrale d’une fonction? On
considere deux exemples pour donner une premiere motivation.

Laire d’une région. Considérons la région R délimitée par le graphe de f et sur 'intervalle
la, b], voir Fig. 20, a gauche. Une facon trés naturelle de calculer ’aire de R est d’abord le

f(x) R

. * . =b
Xi-] Xi X Xp=b X

Figure 20: A gauche: la région R sous le graphe de y = f(z) et sur [a, b] et les sous-régions R;; a
droite, la méme région avec les sous-rectangles I?;.

I’approcher. Par exemple, on peut divisier ’intervalle [a, b] en n sous-intervalles égalles, de taille
—a . . e
Az, Av = ——. Soient zyp = a < x; < ... < x, = b les points des divisions, avec z; =

n
xo+ 1Az, i =0,1,...,n, et [z;_1,x;] les intervalles ainsi crées. On note par R; la région sous le
graphe de f et sur 'intervalle [x; 1, z;], voir Fig. 20, a droite. Alors

AR)=AR)+ -+ AR, = zn:A(Ri).
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On approche I’aire A(R;) comme suit. Dans I’intervalle [x;_i,z;] on prend un point =} et on
considére le rectangle R de base [z;_1, z;] et de hauteur f(x}), voir Fig. 20, a droite. Alors on
approche A(R;) par A(R}) = (x; — x;—1) f(xf) = f(z})Az. Donc

~ Zf(x
i=1

Alors, on peut définir A(R) comme

Remarque 4.1 Parfois, on écrit Ax au lieu de h. Alors, la limite ci-dessus devient

= Jim, Z f(

C’est de cette forme, qui a été utilisé par les inventeurs du calcul integral, I’origine de I’écriture

moderne de I’intégrale de f dans [a,b], c.a.d. / f(z)dx.

Laccumulation d’une quantité. On s’intéresse a I’accumulation de quelque chose. Soit F'(t)
la fonction qui donne la quantité de la chose au temps ¢, et f(¢) son talit de change. Par example
on peut considérer que F'(t) est la balance d’un compte bancaire déposée avec un intéret qui est
composé continfiment, et f(¢) et le tatix de change de la balance F'(t).

On peut calculer la some d’argent qui entre dans le compte pendant I’intervalle [a,b]. D’une
part, cette somme d’argent est donné par F'(b) — F'(a). D’autre part cette somme peut étre compter
comme suit. On divise I'intervalle [a,b] en n sous-intervalles égalles, et soient t) = a < t; <

- < t, = bles points de division. Alors,

=1

Notons que F'(t;)—F'(¢;_1) donne la somme d’argent nette qui entre dans le compte dans I’intervalle
[ti_1,t;]. Cette somme peut s’approcher par f(t;)At, avec tf € [t;_1,t;] et At = t; — t;_1, ce qui
donne

~ Z fEAt
i=1

Laissant n tendre vers I’infini (ou At — 0), il en résulte que
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ce qui est équivalent a
F(b) — F(a) = A(R), 27)

ol A(R) est Iaire sous le graphe de f(t) et sur [a,b]. Ce raisonement s’applique a I’intervalle
la, t], auquel cas on aurait

ol A(R(t)) est I’aire sous le graphe de f(t) et sur [a, t].

4.2 Integrale indéfinie

On a vu que la formule (27) est vraie pour F' une fonction telle que F’(x) = f(x). Si on croit que
ceci est vraie pour les régions délimitée par une fonction f (ce qui en effet est vraie), pour trouver
I’aire A(R) on est mené a trouver les fonctions I telles que F'(z) = f(z). Cette observation
conduit premicrement a 1’étude de I’integrale indéfinie.

4.2.1 Définitions.

1) Soit I C R une intervalle et f : [ — R une fonction. On dit que F' : [ — R est une fonction
primitive de f dans [ si

F'(z) = f(z), Vxel.
2) On écrit toutes les primitives de f par
[ .
et on le lit “integrale indefinie de f(x) dx”. Parfois on évite le mot “indéfinie”.

4.2.2 Premiers résultats

Résumons ci-bas quelques premieres propriétes de I’integrale.

1) Si F' est une primitive de f dans [ alors toutes les primitives de f dans [ sont de la forme
F(z)+ C,C € R, donc

/f(x)dx = F(x)+C.
2) [ f@)de = f(z) + C, parce que (f(z) + CY = /'(z).

3) [1ldz =z + C, parce que (z + C) = 1.

104



4) fx"dx = —z

/
| "t C’) ="
n

n+1 C
+ C, parce que (—n 1

5) [e"dr = e + C’ parce que (¢” + C) = e”. en général [ e**dx = 1e” + C, parce que
(tehrz + C’)

6) /de = In |z| + C, parce que (In|z]| + C) = —

7)/af ) + bg(x /f dx+b/ (x)dz.

Exemple 4.1 Soit f'(x) = 2/ — == — 4e7 5% avec f(0) = 1. Trouvons f(x) et f(1). Ona

\/E
f@) = [ s

3
= / (2\/5 - ﬁ - 46_590) dx
= / (2x1/2 — 3712 — 46_5x) dx
23/2 2172 1
= 25— 3"~ —4—e"4C
52 12 ¢ T
4 4
= 55173/2 — 622 + ge_‘% +C.

Pour trouver C on utilise la condition f(0) = 1. Alors

§0W—6nm+§e”+c = 1,
4
- +C =1
5+ ’
1
c = -.
5
Alors
4 4
f(z) 3x3/2—6x1/2+ge 55‘—1—5,
4 4 1
1) = ——6+4+—-e"+-
15 5

4.2.3 Téchniques d’intégration (integrales indéfinies)

Contrairement au calcul de la dérivée, le calcul des integlrales est en général difficile. La raison
est que I'integrale est au fait I’opération inverse de la dérivée.
Il y a deux méthodes qu’on utilise couramment pour trouver les integrales.
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4.2.3.1 Changement de variable / substitution. Dans cette méthode, pour toute fonction

dérivable g on va utiliser la notation suivante

d
&9 _ g'(x), donc dg= ¢ (x)dr.
dz

Alors, si on pose t = g(x) on aura
dt = ¢'(z)dx.
Il en suit que
/f(g(x)) g (x)dr = /f(t)dt, ot on a posé t = g(x).
~ T

Alors, si F' est une primitive de f, c.a.d. F'(z) = f(z)ona

/ fg()d (@)dz = F(t)+C
= F(g(x) +C.

Example 4.2

/weIQdm [on pose t = 2?]

] [donc dt = 2xdx et xdx = %dt; on remplace]

1
/ §€tdt

I [on intégre]
1,
—e' +C
5 +
] [on revient a la variable initiale]

1
Ze” 4 O
26

Example 4.3

/x\/ 10 — 22dx [on pose t = 10 — 2?]

] [donc dt = —2xdx et xdx = —%dt; on remplace]
1
/ ()it
Il [on integre]
1¢3
2
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I
1 s

——t2 4+ C
31 T
Il
1 9\ 3
Example 4.4

x
d
/5—353:

[

Il
-
t
I
—5n|t|+t+C
I
—5ln|5—z|+5—z+C.

[on revient a la variable initiale]

[on poset =5 — x]
[donc dt = —dx, dx = —dt et x = 5 — t; on remplace]

[on integre]

[on revient a la variable initiale]

4.2.3.2 Intérgration par parties . Intégration par parties se base sur la formule de différentia-

tion du produit des fonctions, comme suit

f@)g'(z) = (f(2)g(x)) = f'(z)g(x).

On en déduit la formule suivante de 1’intégration par parties:
[t@g@de = [ - @gl)is
~ flalg(o) - [ F@)gla)d. 29)

Example 4.5

fon pose f(x) =z, ¢ (x) = €]
[donc f'(z) =1, g(z) = €*]
[on remplace]

[et on applique la formule (29)]
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ze® —e* +C.

Example 4.6

1 1
—gl’B_BI — §€_3$ + C.

Example 4.7

n—+1 n—+1 T

1
1 1
s — /x"d:v
n + n+1

1
1 xn-i—l _ $n+1 +C
n+1 (n+1)? '

[on integre]

[on pose f(x) =z, ¢'(x) =
[donc f'(x) =1, g(x)
[on remplace]

[et on applique la formule (29)]

[on integre]

[on pose f(x) =Inzx, ¢'(x) = 2"]

K|

[donc ['(x) = —, g(x)

[on remplace]

[et on applique la formule (29)]

[on integre]
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Example 4.8
/(2$—1)lnxdx [on pose f(x) =Inz, ¢ (x) =2z — 1]
1 tdone f(@) = 1 9(0) = [ g (0)dn =~ 0]

/f(x)gl(ﬁ)CM [on remplace]
[et on applique la formule (29)]
- [ r@gas

(22— 2)Ing — /(332 ) ide

X
Il

(2 —2)Inx — /(x — 1)dz  [on intégre]

(2 —2)Inx — <%x2 —x) +C.

4.2.4 Problemes

Probleme 4.2.1 Trouvez les primitives suivantes:

a) * /(—1)dx d) /(23: —1)(32* + 5)dw

b) /(3—2x+%1:c2)d:c e) 5/(3—2x)2d:c
c)® /(3+5x —9/x — 7/2) T £ /3_35332&5
X

Probleme 4.2.2 Soient f'(x) et f(a) donnés comme ci-dessous. Trouvez f(b).

a) * f'(z) = 42732 =327, f(1) = 2. Trouvez f(4)

b) f'(x) = 2\/_+—7+6_“, f(0) = 4. Trouvez f(1)

c) 5 fl(x) = % —5x+3, f(1) =0. Trouvez f(4)
3

/ 1=
d) f(l') =e€ + m7

f(1) =0. Trouvez f(0)
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Probleme 4.2.3 Calculez les intégrales suivantes avec la méthode de substitution (changement de
variable):

a) ® /xe“Qda: g) /x\/9—:c2d:c

b) /xe_3$2dx h) /xe_?"'”de
1 11
d ' -
) /2—735 . Y /a:lnxdx
d) s 6975acdx . / €T d
) / D] e a™
x
e) S/ :de k) /:17(2+7x2)11dx
z!/3 4 5)3
p [
Probleme 4.2.4 Calculez les intégrales suivantes avec la méthode de l’intégration par parties:
a) /xexdm f) /x2 In zdx
b) ® /ave_?’xdx g) /xln(x2+1)dx

c) /lnmdx h) /(2x+3)1nxda@

d) ° /x_glnxdx i) /a:_41nxdx

e) /xlnxdw J) ¢ /(3:62 — 2zx)edx

T
3_x2d:v

4.3 Integrale définie

Du point de vue pratique, 1’intégrale définie donne 1’accummulation d’une certaine quantité
pendant un certain intervalle [a, b], ou bien I’aire de la région sous le graphe d’une fonction. Avant
de procéder avec des applications on va élaborer quelques définitions et téchniques.
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4.3.1 Définitions et premiers résultats.

1) Soit I C R une intervalle et f : I — R une fonction, et F' une primitive de f dans /, c.a.d.
F'(x) = f(x). Pour a,b € I, “I’inteégrale définie “ de f entre a et b est définie par

b
/ f(x)dz = F(b) - Fla) = [F(z)]"

Le nombre a est la borne inférieure, et b est la borne supérieure. La fonction f est “I’integrand”

Remarque 4.2 La valeur de / f(z)dx est indépendante du choix de la primitive F, parce

que si G(x) est une autre primitive de f alors G(x) = F(x) + C, pour certaine constante
C, et donc

G(b) —G(a) = (F(b)+C)— (F(a)+ C) = F(b) — F(a).
De plus, la définition / f(z)dz a bien un sens avec a et b dans n’importe quel ordre.
2) Pour tout a € I et toute fonction f on a

| rtayin -

3) Sia,b,ce Iona

/acf(x)dx = /abf(x)da:+/bcf(:v)d:v

4) Sia, 8 € Ralors

/ab(ozf(x) + Bg(z))dx = oz/abf(x)dx + 5/;9(3;)@

4.3.2 Théoreme fondamental du calcul

Le théoreme suivant donne le lien entre 1’integrale définie est 1’aire de la région sous le graphe
d’une fonction.

Theorem 4.3 (le théoreme de I’aire) Soit y = f(x) une fonction continue et non-négative dans
Uintervalle [a,b]. De plus soit A 'aire de la région sous le graphe de f et sur ’intervalle [a, b].

Alors
b
= / f(z)dx
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Voici le théoreme fondamental du calcul. Il donne le lien entre la dérivée et I’integrale.

Theorem 4.4 (le théoreme fondamental du calcul) Soit y = f(x) une fonction continue dans

Uintervalle [a,b]. Pour x € [a,b] on pose F(z) = / f(t)dt. Alors F est continue dans |a,b] et
est une primitive de f dans (a,b), c.a.d. ’

F'(z) = % (/;f(t)dt) = f(z), Vaz € (a,b).

Remarque 4.5 Ce théoreme montre que la dérivation et I’integration sont deux opérations inverse
de l'une I’autre, dans le sense que I’application succéssive de ces deux opérations ne change pas
la fonction, notemment

d x
— tydt | = T),
o ([ roa) = @
Tdf(t
/ &dt = f(x), sif(a)=0.
. dt
Remarque 4.6 L’integrale définie peux étre introduite avec les sommes de Riemann, ce qui d’ailleurs
b —
est la méthode mathématique (voir ’introduction de ce chapitre). Pour ceci, soitn € N, Ax = ¢
n
etx; =a+i-Ax, i =0,1,...,n. Pour chaque i, on choisi un point x; € [x;_1,x;]. Alors, on

définie les somme
Sy =Y (@)@ —wia) =Y fla))Aw.
i=1 i=1

S, est dite “somme de Riemann”. Elle represente une approximation de l’aire de la région sur
la, b] et sous le graphe de y = f(x), voir Fig. 21. Ensuite on définit

A

N

2

| |
| |
| |
I I
I I
- 1 n
X0 X, Xi_1 L Xn x
7k

1

Figure 21: La région entre le graphe de y = f(z) et [a, b].
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b n
[ st = i s = i 3 sanar

Cette limite existe, indépendemment du choix des points x;, pour des classes larges de fonctions,
par exemple pour les fonctions continues (ou continues par morceaux) dans |a, b).

4.3.3 Téchniques d’integration (intégrales définies)

Pour les integrales définies on utilise les mémes téchniques d’integration que pour les intégrales
indéfinies (la méthode de substitution, voir 1’équation (28), et la méthode d’integration par par-
ties, voir (29)). Simplement, a la fin, on évalue la primitive aux bornes de I’integrale, c.a.d. si

F(z) :/f(x)dx alors

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a).

4.3.4 Problemes

Probleme 4.3.1 Calculez les inégrales définies suivantes:

1 1
a) ® / (3¢ ™V £ In(1 + 2?))dx i) / xV10 — 22dx
1 0
1 1 1 e
b) / (\/5+ e 4 —) dx j) / 2 e
0 I+ 0
1 2
c)® / (2% + 2% dx k) / (z+2)(z +1)%dz
0 1

3 1
d) ® / (x 4+ 1)V —2dz 1) / re “dx
2 0

1 2
e)/ dx m) / 22 In zdx
o 1+ 1
3

2
b, / zlnxdx n) ze® dx
1 0
1 1 2
—d s —1|d
g)/o EFE T 0) i |z |dx
1 3
h) / e dy p) |z — 1|dx
0 -2
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1 2
q) / |z — 2%|dx r) / x|x|dx
1 —1
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4.4 Application de I'intégrale

Dans cette section on verra trois applications de I'integrale: une en géometrie et deux en fi-
nances.
4.4.1 Laire d’une région bornée par deux courbes

Soit y = f(z) et y = g(x) deux fonctions continues dans [a, b, soit R la région sur I’intervalle
[a, b] et entre les graphes des fonction f et g, voir Fig. 22. Alors on a ce résultat.

yA

R
Vs X3 b
‘/\

\

Figure 22: La région R entre les graphes des fonctions y = f(x) ety = g(x)

Proposition 4.7 L’aire A de la région R est donnée par

A= / (@) - g(a)lda. (30)

Dans la pratique on utilse (30) avec 1’algorithme suivant.

Algorithme pour le calcul de laire

1) D’abord, on étudue le signe de h(z) := f(z) — g(x). Pour ceci on trouve les solutions de

h(z) = 0.

2) Pour fixer les idées, supposons qu’il y a trois racines z1, o, x3 € [a,b], avec a < 11 < 19 <
Z3 S b.

3) Ensuite, on trouve le signe de h(z), dans chaque sous-intervalle (a,x;), (z1,x2), (z9,x3),
(x3,b). Pour ceci it suffit de prendre un point dans chaque intervalle et d’évaluer h(z). Le
signe de la valeur h(x) qu’on obtient est le signe de h dans toute ’intervalle en question.

Pour fixer les idées, on suppose que le signe de h(z) est comme dans le tableau qui suit.
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h(z)| | —h(z) O +h(z) 0 —h(z) 0 +h(z)

4) De ce tableau de signe on déduit la formule pour |h(z)|. Alors, on a

A = /axl(—h(x))der/m h(:z:)d:z:+/x3(—h(a:))da:+/bh(x)dx.

1 z2 3

Remarque 4.8 A noter que parfois intervalle [a, b] n’est pas donnée, notemment quand la région
est juste entre les deux graphes. Dans ce cas l’intervalle est trouvée comme suit. D’abord on trouve
les racines de f(x) — g(x) = 0. Alors [a, b] est avec a la plus petite des racines et b la plus grande
des racines, voir Fig. 23.

Figure 23: La région R entre les graphes des fonctions y = f(z) et y = g(x), et les points
d’intersection

Exemple 4.9 Calculez I’aire de la région R délimitée par les graphes des fonctions f(x) = x> +2
et g(z) = 3z et sur [a,b] = [0, 2].

Solution.

11 faut étudier le signe de h(x) := f(x) — g(x). Pour ceci, on resout d’abord h(x) = 0. Donc,

1 1

Pour le signe de h(x) on fait un tableau:
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h(z) + + + 0 — 0 -

On déduit que

A = /Olh(x)der/lQ(—h(:p))d:p

- /01(,1'2 +2 - 3z)dz + /12(—(:c2 +2 = 3z))dx

1 ! 1 2
e D)

1 3 1 3 1 3
= ([=+2—=)—(=2°+2-2—- 222 —+2-=
(302-3) - (a2 2-32) (3423
1.

Exemple 4.10 Calculez I’aire de la région R délimitée par les graphes des fonctions f(x) =

g(x) = —2x et sur [a,b] = [0, 3].
Solution.
A nouveau, il faut étudier le signe de h(x) := f(x) — g(x). La solution de h(x) = 0 est

\/a:+1’

X

h(z) = 1 (—2x) =0, on multiplie par \/x + 1:
r+2xvVx+1=0,
r(1+2vVz+1) =0, donc
r =0.

Pour le signe de h(x) on fait un tableau:

T —1 0 3 00

h(z) — 0 + + +

On déduit que

A = /Ogh(x)dx:/:(\/;_HJer)dx

3
i
= dx + [2%]3
/Or+1 273
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3
- / Y dr+0.
0 z+1

T
On calcule / dx avec la méthode de substitution:

r+1
/ Y dx ‘Onposeu:x—i—l;alorsx:u—1etd:1:':du.
r+1
|
-1
/ (v )du ‘On substitue
Vu

|
/(u1/2 . u—1/2>du

2
§u3/2 — 0?24 C On revient a x en remplacant u = x + 1]

2
@+ 1)%2 —2(z+1)"2 4 C.

Alors

3
A = E(x—i—l)gm—Z(m—i—l)l/Q} +9
0

= @43/2 —2-41/2) — (; —2) +9

16 4
= 3 4+ 3 +9
35
= 3
Exemple 4.11 Calculez I’aire de la région R délimitée par les graphes des fonctions f(x) = \/x
et g(r) = 22
Solution.

Ici, a et b ne sont pas donnés. Pour les trouver il faut d’abord trouver les points d’intersection des
graphes. On resout donc h(z) := f(z) — g(z) =0, or

= r—2*>=0,
= 0’
= 0, ou 1—:53/220,

= 0, ou z=1.

h(z
V- o

H%\_/\_/
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Donc,

A= /01 Ih(z)|dz.

Que vaut |h(z)| dans (0,1)? Pour ceci on étudie le signe de h(x) par le tableau:

X 0 1 o0
h(z) + 0 —
Donc
1 1 9 1 Ly
A = / h(z)dxr = / (Ve —2%)dr = {—x?’/Q _ —x3] _
0 0 3 3 0 3

Exemple 4.12 Calculez I'aire de la région R délimitée par les graphes des fonctions f(x) =
222 + 10 et g(x) = 4z + 16.

Solution.

A nouveau a et b ne sont pas donnés. On les trouve en resolvant h(x) = f(xz) — g(z) = 0. Ona

h(z) = (20* +10) — (42 4+ 16) = 2(2* — 20 — 3) = 0,
-2 -3 = 0, dou

1 1
r = —1, z=23.

Donc,

A= /j Ih(x)|dz.

On étudie le signe de h(x):

x —00 —1 3 o0

Alors
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4.4.2 Les surplus
Rappelons-nous d’abord les fonctions demande et 1’ offre.

i) La fonction demande d’un produit, notée p = p(x), associe le prix par unité p du produit,
quand la demande est x, c.a.d. quand les consomateurs sont prets a acheter x unitiés de ce
produit a ce prix p par unité.

Parfois, on donne la fonction inverse de cette fonction, c.a.d. z = z(p).

ii) La fonction offre est similaire a la fonction demande, mais vue de la perspective des fabri-
cants qui cherchent a vendre. La fonction offre, notée s = s(x), donne le prix par unité s du
produit, quand la demande est z, c.a.d. quand les fabricants sont prets a vendre x unitiés de
ce produit a ce prix s par inité.

Le surplus du consomatuer (SC) et le suplus du producteurs (SP) sont définis comme suit (voir
Fig. 24).

Procédure pour calculer les surplus

i) On définie le point d’équilibre (PE) (¢, 3o) en resolvant d’abord 1’équation

p(z) = s(z).
Soit xg la solution, et py = p(xo). Alors, PE=(xq, o).

i1) On définit les surplus par

SC = / V() — po)dz,  SP = /0 " b0 — s(2))da.

oA

SOy, s y=s(x)

y=px)

4

1 .
bl
*

»

=)

“\

Figure 24: La fonction demande, offre, le point d’équilibre et les surplus

Pourquoi de telles définitions?
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Au fait, au point d’équilibre les consomateurs et les producteurs s’entendent d’acheter/de vendre
xo unités a un prix po. Or, pour x € [x;_1,x;], le prix par unité est en moyenne p(z}). Alors,
(x; — x;_1) consomateurs sentent d’avoir gagné p(z}) — po (parce que le prix d’achat est py). En
total, par rapport au prix d’équilibre, les consomateurs ont gagné

SC, = p(a})(z1 — 0) + p(z3) (22 — 21) + - + p(ay,) (@ — Tn1)
= Zp(m;k)(xi - Ti-1).

Or S, est une somme de Riemann de la fonction p(x) — py. D’ot la formule pour SC.
Le raisonnement pour S P est similaire.

Exemple 4.13 Calculez le point d’équilibre et les surplus du consomateur et du producteur si
1
px) =—-3x+9, s(x) = % +2.

Solution.
On trouve le point d’équilibre:

p(x) = s(x)

1
o = 2,

po = p(ro) = s(wo) = 3.
Alors

2
SC = /(—3$—|—9—3)dx:6,
0

2
SP = /(S—Ex—Q)dle.
0 2

Exemple 4.14 Calculez le point d’équilibre et les surplus du consomateur et du producteur si
p(r) =9e7, s(x) = e”.

Solution.

On trouve le point d’équilibre:

p(z) = s(x)
9¢ " = e€",
€2$ — 9’
1 1/2
Ty = 51n9:ln9 =In3,

po = p(z) = s(xo) = ™* =3,
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Alors
In3 In3
SC = / (9e™* = 3)dz = [-9¢ " — 3z, =6 —In27,
0
In3
SpP = / (3 —e")da = [3z — e*|p® = In27 — 2.
0

Exemple 4.15 Calculez le point d’équilibre et les surplus du consomateur et du producteur si
p(z) =15 — 2% s(z) = = + 3.

Solution.

On trouve le point d’équilibre:

plx) = s(z)
15—2° = z+3,
?4+x—-12 = 0,
1 1
Ty = 5(—1 +V1+48) = 5(—1 +7),
g = 3,
po = S(xo) =4.
La racine vy = —4 est éliminée puisqu’elle est négative. Alors

3

3
SC = /(15—x2—4)dx:{9$—%$3} =18,
0

N}
no
| IS
w
Il
| © o

’ 1
SP = /(4—x—3)d:c:[a:——a:
0

Exemple 4.16 Calculez le point d’équilibre et les surplus du consomateur et du producteur si

8
p(x) = x+1,s(x) =z +3.
Solution.
On trouve le point d’équilibre:

p(x) = s(x)

= x+3,
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La racine xy = —5 est éliminée puisqu’elle est négative. Alors

1
SC = /( 5 —4)dx:[81n|a:—{—1|—433][1):81n2—4,
o \z+1
! 1,10 1
SP = /0(4—x—3)dx—[x—§x2} =3

0

4.4.3 Problemes

Probleme 4.4.1 Calculez I’aire de la région R délimitée par les graphes des fonctions f et g don-
nées ci-dessous, et entre v = a et v = b. Aux cas o x = a et x = b ne sont pas donnés, la région
R est délimitée par les graphes de f et g.

a) f(z)=ua, g(z) =z — 2% a=-1, b=1

b) f(x)=2% g(x) = 2/3, a=0, b=1

c) flx)=2%-1, g(x)=1-—x, a=-2 b=1
1

d f(zx)= =23 g(x) =0, a=0, b=1

e) [fly)= %y2 -3, gz)=2—1

H (@) =v2x+6, g(z)=2—-1

Probleme 4.4.2 Calculez le point d’équilibre et les surplus du consomateur et du producteur dans
les cas suivants:

_ 4 s(z) = /7 c ) =+b+4x, s(zx)==zx
a)p(a:)—m, (x) =z +3 ) p(x) + (x)

20
z+1

b) p(z) =  s(z) =242 d) p(z) = =50z + 2000, s(z) = 10z + 500

4.5 Valeur future et valeur présente

Rappelons que si on dépose une somme P dans un compte bancaire, avec un intérét annuel r
qui est composé continliment, alors la balance du compte au temps ¢ sera

F(t) = Pe'™.
Parfois, F'(t) est appellé “valeur future au temps t“ et P "valeur présente”, et on note

Vi = Pe", Vp=P.
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Il arrive que I’argent est déposé continiment pendant une période [0, 7], par exemple un flux de
revenu continu. Soit R(#) le flux d’argent® déposé au compte au temps ¢, t € [0,7]. Alors, la
balance du compte au temps 7' sera donnée par

oll r est I’intérét annuel composée continfiment. On définit®

T T
Vp = / R(t)e"™Yds, resp. Vp= / R(t)e "ds,
0 0

appellée “valeur future au temps ¢, resp. “valeur présente” du revenu R(¢) pendant 7" années.
Notons qu’on a

VF = GTTVP.

Remarque 4.9 Vi représente la valeur au temps T du flux de revenu continu R(t) déposé avec un
intérét annuel r composé continiiment. Vp represnte la valeur qu’on devrait déposer aujourd’ hui
afin qu’apres 'T' années cette valeur avec son intérét annuel r composé continitment vaut V.

Exemple 4.17 Vous avez ’opportunité d’acheter une activité qui génere $10,000/année de profit
contintiment pendant 10 années. L’intérét annuel est de 3%, composé contintiment. Vaut-il acheter
cette activité pour $70,000?

Solution. Pour repondre a cette question, il faut calculer Vp de cette activité et la comparer avec

70, 000.
Ici R(t) = 10,000, r = 0.03 et T' = 10. Donc

10
Vp = / 10, 000e ™03t ¢
0

1 1
= 1 —0.03t710 -1 1— —-0.3 ~ ]
0,000——=[e” "4 = 10,000 (1 — e~ *%) A 86, 3938

Comme Vp est plus grand que le prix d’achat, il vaut bien acheter cette activité.
Pour finir, calculons aussi V. Notons que Vi = e"TVp, donc

Ve = ¢l0003y,

~ 116,6199.

3Ceci signifie que pendant tout interval de temps [t,t + dt] le revenu est R(t)dt. Par exemple, pour une personne
avec un salaire annuel $100, 000 le flux d’argent dans son compte est R(¢t) = 100, 000.

®Cette définition vient du fait que pendant 'intervalle [t;_1,t;] le flux d’argent est R(t)At, ot tf € [t;_1,t;] et
At = t; — t;_1, qui en composant I’intérét 2 la fin donne R(t})e(”~*)"At. Donc, le flux R(t) a la fin donne
approximativement Y | R(t})e(T~t)" At, ce qui conduit a cette définition
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4.5.1 Problemes

Probleme 4.5.1 Trouvez la valeur future d’un flux continu de revenu donné par R(t) = 15 + 10t
pendant 10 années, oi t est le temps en années et R(t) est en dollars, si 'intérét est %3 par année
et est composé continiiment.

Probleme 4.5.2 Trouvez la valeur future d’un flux continu de revenu donné par R(t) = 1000 +
(500t + 100)'/2 pendant 10 années, oii t est le temps en années et R(t) est en dollars, si lintérét
est %6 par année et est composé continiiment.

Probleme 4.5.3 Vous avez ’opportunité d’acheter une activité qui produit $50,000/année con-
tiniiment pendant 10 années. L’intérét annuel est de 5%, composé continiiment. Vaut-il acheter
cette activité pour $200,000?

Probleme 4.5.4 1] est attendu qu’une activité nouvelle génére un revenu continu de $30,000 par
année pour les 5 années prochaines. La banque offre un intérét annuel de %4 par année, composé
continiiment. Le prix de vente de I’activité est de $150,000. Vaut-il I’accheter?
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5 Calcul multi-dimensionnel

Les phénomenes et les activités de la vie sont bien complexes et les fonctions d’une variable
sont incapable de les décricre. Par exemple, une entrprise produit plusieurs articles, disons n, n
entier, en quantité x;,xs,...,x,. Le colt total C' serait alors un nombre qui dépend de tous les
nombres x1, To, . . ., T,. Par exemple, si n = 2 on pourrait avoir

C =3x1+ 1029 + 7931553.

Cette situation conduit naturellement a la notion de la fonction de plusieurs variable. A la fin de ce
chapitre I’étudiant

v/ aura une compréhension de la notion de la fonction de plusieurs variables,

v/ apprendra les notions de continuité et des dérivées partielles des fonctions a plusieurs vari-
ables,

v’ et pourra appliquer des outils du calcul multi-dimensionnel a la résolution des problemes
d’optimisation en dimension deux.

5.1 Rappels de quelques éléments de base

On rappelle I’ensemble R des nombres réels. Si x est un nombre réel, on écrit v € R. Maintenant
on considere R X R qui est ’ensemble des pairs des nombres réels, donc

RxR={(z,y9), z,y€eR}

Si (x,y) est un pair de nombres réels on écrit (z,y) € R x R. Parfois on écrit R? au lieu de R x R.
Les nombres z et y sont les coordonnées du pair (z, y).
De facon similaire on considere R x R x R qui est I’ensemble des triples des nombres réels, donc

R xR x R:{(x,y,z), I,y,ZGR}.

Si (x,y, z) est un pair de nombres réels on écrit (x,y, z) € R x R x R. Parfois on écrit R* au lieu
de R x R x R. Les nombres z, y et z sont les coordonnées du triple (x, y, 2).

Ce raisonnement conduit a I’enseble des n-tuples des réels, noté par R™. Dans ce cours on se
limite au cas n = 2.

Présentation géometrique . 11 y a une description géometrique des élements de R, R?, R3. Par
exemple, x € R s’indentifie par un point dans 1’axe des z, voir Fig. 25, gauche.

Les éléments de R? sont des couples et ils s’identifient avec des points dans le plan zy. Plus
précisement, si (z,y) € R? est donné, on trace le rectangle avec des cotés de longueur z et y,
paralleles aux axes et avec un noeud a I’origine. Le noeud diagonal a 1’origine représente le pair
(x,y), voir Fig. 25, centre.
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Figure 25: R, R?, R? et la présentation géometrique des leurs éléments.

Similairement, les éléments de R? sont des triples et s’identifient avec des points dans I’espace
xyz. Dans ce cas on utilise le systeme (trois-dimmensionnel) cartesien de coordonnées xyz, voir
Fig. 25, droite. Plus précisement, si (x,v,2) € R? est donné, on trace le parallélépipede avec des
cotés de longueur z, y et z et paralleles aux axes x, y et z, et un noeud a I’origine. Le point (x, y, 2)
est le noeud du parallélépipede diagonal a I’origine, voir Fig. 25, droite.

Enfin, rappelons-nous que la distance entre deux points est donnée comme suit.

i) En dimension un: si P = 1, () = x5 alors
d(P,Q) = |1 — 22},
ii) En dimension deux: si P = (z1,y1), @ = (z2,ys) alors
d(P,Q) = /(1 —x2)% + (y1 — y2)? el
iii) En dimension trois: si P = (z1,y1, 21), @ = (%2, Y2, 22) alors
d(P,Q) = /(w1 — 22) + (1 — 12) + (21 — 22)*.

Exemple 5.1 Les points de cercle de rayon r et centre C' = (a, b) sont tous les points P(x,y) tels
que d(P,C) = r. Donc,
Vie—a)?+y—-0? = r
(x—a)’+ (-0 = 1%
(y—b)? = r*—(xr—a)? don,
y = bV — (@ —a
De fagon similaire, les points de la sphére de rayon r et centre C' = (a, b, c) sont tous les points
P(z,y, z) tels que d(P,C) = r. Donc,
ViE—a?+@y-b2+(=—c? =1
(z—a)+({y—0>+(z—c)? = 1%
(z—¢) = r*—(x—a)—(y—0>)? don,
z = cEtr2—(z—a)?—(y—0b)2
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5.2 Fonctions de deux variables

Par définition, une fonction a deux variables est de la forme

f: R2 — R,

x € Dom(f) — z=f(x)e Im(f). (3D

Ici R? est ’espace du départ, R est I’espace d’arrivée, f represente une loi, généralement donnée
par une formule, qui a tout (x,y) € Dom(f) associe une valeur unique z = f(z,y) € Im(f),
(x,y) est la variable et z = f(z) est la valeur de la fonction.

Dom(f) est ’le domaine de f* et Im(f) est ”I'image de f* définis comme suit

Dom(f) = {(z,y) € R* tel que f(x,y) est bien défini},
Im(f) = {f(xy), (x,y) € Dom(f)}.

Remarque 5.1 Notons que pour noter la variable (x,y) et la fonction f, on peut utiliser n’importe
quelles lettres, telles que (u,v) et g. Dans la plupart de ce cours on va utiliser (x,y) et f.

Par définition, “graphe G(f) d’une fonction f* est ’ensemble des points (z,y, f(x,y)) dans un
systeme trois dimensionnel de coordonnées,

G(f) =A{(z,y, f(z,y)), (x,y) € Dom(f)}.

Example 5.2 Soit f : R = R, f(z) =2 —y.

Ici, Dom(f) = R, puisque f(x,y) est bien défini pour tout (x,y) € R. Aussi Im(f) = R. En
effet, soit z € R. Alors, alors il existe (z,y) € Dom(f) tel que z = f(x,y) = x — y. Par exemple,
siy = 0alors v = z. Donc f(z,0) = z.

Example 5.3 Soit f : R = R, f(z) = /y — .

Ici, Dom(f) = {(z,y), y—x >0} = {(z,y), = < y}. Aussi Im(f) = [0,400). En effet,
si z > 0, alors il existe (x,y) € Dom(f) tel que z = f(x,y) = \/y — 7, c.ad y—x = z°. Par
exemple, si x = 0 alors y = z*. Donc f(0,2%) = /22— 0= 2.

Exemple 5.4 Tracons le graphe de quelques fonctions élémentaires.

a) z = C. Ici, le graphe est le plan horizontal parallel au plan xy qui interesecte I’axe z au
point (0,0,C"), voir Fig. 26, la 1ére de la gauche.

b) x = C. Ici, le graphe est le plan vertical parallel au plan yz qui interesecte ’axe x au point
(C,0,0), voir Fig. 26, la 2éme de la gauche.

c) y = C. Ici, le graphe est le plan vertical parallel au plan xz qui interesecte I’axe y au point
(0,C,0), voir Fig. 26, la 3éme de la gauche.

d) En général, le graphe d’une fonction z = ax + by + c est un plan, voir Fig. 26, la 4éme de
la gauche.
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e) 2+ y? + 22 = r? (la sphére de rayon r), voir Fig. 27, la 1ere de la gauche; z = x° + y* (le
parboloid), voir Fig. 27, la 2éme de la gauche; z = x> — y? (le hyperboloid), voir Fig. 27,
la 3eme de la gauche.

Figure 26: Le graphe de 2 = C, e =C,y=Cetz =axr + by +c

Figure 27: Le graphe de 2% + > + 22 =%, z = 2° + y? et 2z = 2% — 32

5.3 Problemes

Probleme 5.3.1 Trouvez le domaine de définition et I'image des fonctions suivantes:

@) f(ay) = dz — 5y — % d) f(z,y) = In(5y — 3z)

b) " fley) = 5 e) f(x,y) = 2a% + 9y?
) flz,y) = V2w =Ty D (@) =2 +y?

Probleme 5.3.2 Esquisez le graphe des fonctions suivantes:
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a) f(x,y) =C, C constante e) f(x,y) =%+ 1>
b) f(x,y) =2z —5y+3 f fley) = a2+ 2
c) f(z,y) ==2° g) flx,y) =32
d) f(z,y) =y h) f(z,y) = 5y

5.4 Continuité et les dérivées des fonctions a deux variables

Soit z = f(x,y) une fonction a deux variables donnée pour (z,y) € D C R? avec D =
Dom(f) .

5.4.1 Continuité

Pour définir la continuité de la fonction f, on a besoin d’introduire la notion de I’approchement
dans R2. Par définition:

on dit que (z,y) € D s’approche a (xg, yo) € D ssi |z — zg| + |y — yo| s’approche a 0.
Dans ce cas on écrit (x,y) — (o, Yo)-

Définition 5.2 On dit que f est continue a point (xy,yy) € D si et seulement si

lim  f(z,y) = f(xo,Y0)-

(z,y)—(x0,y0)

Si f est continue a tout point (x,y) € D, on dit que f est continue dans D et on écrit f € C°(D).

Proposition 5.3 Toute fonction algeébrique de deux variables, incluant les fonctions exponontielles
et logarithmiques, est continue dans son domaine de définition.

5.4.2 Les dérivées partielles

La notion des dérivées partielles se base sur la dérivée (usuelle) d’une fonction a une variable.

Définition 5.4 Soit f € C°(D) et (x,y) € D.

0
La dérivée partielle de f par rapport (p.r.) a x au point (x,y), notée f.(x,y) ou w, est
x
définie par
afxvy . fl'—'—h?y _fx7y
fol@,y) = 3(33 = lim ( ]z ( ), (32)

quand la limite existe.
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of (x,y)

De facon similaire, la dérivée partielle de f p.r. ay au point (z,y), notée f,(x,y) ou a5y
Y
est définie par

Of (x,y

Jy h—0 h ’ (33)

fylx,y) =

quand la limite existe.
Si fo(x,y) et f,(x,y) existent alors on dit que f est dérivable au (x,y). De plus, si f,(z,y) et
fy(x,y) existent pour tout (x,y) € D, on dit que f est dérivable dans D.

Dong, le calcul des dérivées partielles est tres simple. Pour calculer f,(z,y) on dérive f p.r. a
x en considérant y comme une constante, tout en appliquant les régles de dérivation. Egalemment,
pour calculer f,(,z,y) on dérive f p.r. a y en considérant 2 comme une constante.

Exemple 5.5 Calculons f, et f, pour les fonction suivantes.

1) f(z,y) = ax + by + ¢, donc

folz,y) = (ax)e+ (bY)e + o =ax, +by, +0=a-14+0-0+0

a’
fy(x,y) = (ax), + (by)y +c¢y=ax, +by,+0=0a-0+b-14+0
— b

2) f(z,y) = ax® + bay + dx_+y’ donc
r—y

(+y)e(r—y) = (+y)(T = Y)a

fe(zy) = a2z +by+d

(z —y)?

_ 2m+by+d(x—y)—(x+y)

(x —y)?
= 2a:p+by—2dﬁ,

fy(zy) = a-0+bx+d($+y)y(5”—(i)_—y(;ﬂ)(w—y)y
~ e gEmy @ty
(x —y)?

= bx+2dm,

Une fois les dérivées partielles (premieres) obtenues, on peut considérer les dérivées partielles
de ces dérivées et alors on obtient les dérivées partielles seconde de f.
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Définition 5.5 On définit les dérivés partielle secondes de f par

feal,y) = (fa(2,9))e, (34)
fay(@,y) = (folz,9))y, (35)
fue(@y) = (fy(@,9))a, (36)
fw(y) = (fy(z,y))y- (37)

Les dérivées fy, et f,, sont appellées les dérivées partielles secondes mixtes de f. La dérivée
[z st la dérivée partielle secondes de f p.r. a x, et la dérivée f,, est la dérivées partielle secondes

de f p.r. ay.
De facon similaire, on définit les dérivées partielles de tout ordre.

A noter le théoréme de Clairaut, qui dit:
si f a des dérivées secondes continues dans D alors  f.,(z,y) = fy.(z,y). (38)
De plus on a ce résultat.

Proposition 5.6 Toute fonction algebrique de deux variables, incluant les fonctions exponontielles
et logarithmiques, est dérivable a tout ordre dans son domaine de définition.

5.4.3 Problemes

Probleme 5.4.1 Trouvez les dérivées partielles premiéres des fonctions suivantes

a) ® f(x,y) =2y — 13z + 20 g) f(x’y):?;:g

y
b) * f(z,y) = vy — 2%y + dwy? — 2*y?
o) flo.y) = 2%y + 7Y h) fr,y)=es

i
4

d) flz,y) = (22 +y)(dzy — 1) i) flz,y) = ( - 1)
e) * flz,y) =e™ Y
N f(@,y) =In(2z — 6y + zy) J) f(z,y) =In(1+e™)

Probleme 5.4.2 Trouvez les dérivées partielles secondes des fonctions suivantes

a) * f(z,y) =y e) flz,y)=e"
b) * f(z,y) = x'%~1° ) f(z,y) =In(2? +¢?)

s _ 3 2,6
c) flx,y) =322 —azy +5y?> —2x + Ty — 1 8) * fr.y) =20 —ay + 2’y — 2%y
x

d) f(z,y) = /2> +y? W) =1
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1 . Ty
J) flz,y) =
1+ 2y r—y

i) f(z,y) =

5.5 Le plan tangent et I’'apporiximation avec le plan tangent

Au cas de la dimension un, si z = f(z) est une function dérivable a z(, on a déja vu que
I’équation de la droite tangente au graphe de f passant par (xg, o), out zo = f(z0), est donnée par

z={0(x):= f'(x0)(x — o) + 20- (39)

Une formule similaire est vraie pour le plan tangent au graphe d’une function z = f(z,y).
En effet, si on suppose que z = f(x,y) admet des dérivées partielles a (¢, yo), alors I’équation
du plan tangent au graphe de f au point (¢, yo, 20), avec 2o = f(xo, yo) est donnée par

z=m(z,y) = fa(zo,y0)(® — 20) + fy(w0,40) (¥ — Y0) + 20 (40)

Notons que si y = y alors (40) devient ’équation de la droite tangente au graphe de z = f(z, o).
De méme, si © = x alors (40) devient I’équation de la droite tangente au graphe de z = f(xo, ).

Figure 28: Le graphe de z = f(z,y) et son plan tangent ‘a xo, ¥o, f (o, ¥o))-

Remarque 5.7 Comme dans le cas de la dimension un, les valeurs des fonctions a deux variables
f(x,y) peuvent étre approchées par les valeurs de I’équation de leur plan tangent. Notemment, si
(x,y) est proche de (xg,yo) alors

fly) = (@, y) = fo(zo,Y0)(x — 20) + fy(20, y0)(y — %) + 20 pour (z,y) ~ (2o, Yo)-
Démontrons cette idée a travers de quelques exemples.

Exemple 5.6 Trouvons une approximation de \/5 en utilsant I’approximation par le plan tangent

de la fonction f(x,y) = \/x + y.
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Notons que 5 = f(x,y) avec (z,y) = (2+ 1/2,2 4+ 1/2). Donc, si on pose (zo,yo) = (2,2)
alors (z,y) = (o + 1/2,y0 + 1/2) = (2.5,2.5). Maintenant, si w(x,y) est I’équation du plan
tangent a (x9,%0), alors f(x,y) = /5 =~ w(x,y) parce que (x,y) = (2.5,2.5) est proche de
(o, yo) = (2,2).

Pourquoi on a choisi (xg,y0) = (2,2)? Le choix de (zo,y0) = (2,2) est a la fois pour que
(20, Yo) soit proche de (x,y) et que f(xq,yo) soit calculé facilement (méme si f a une racine
carrée). Ici, f(xo,y0) = V2+2=2

Maintenant, procédons a I’approximation de /5. D’abord on trouve I’équation du plan tangent.
Ona

1 1 1
[z, y) = SNEESTh J2(z0,90) = oL
1 1 1
fy(ax7y) = ﬁ’ fy(anyO) = m vk

m(z,y) = fo(2o,y0)(x — 20) + fy(T0,%0) (v — yo) + f(Z0; Yo)
1

— Z(.Z~—2)+i(g/—2)+¢m

1
= Z(x—I—y)—l—l; d’oul
Vs = f(2+1/2,2+1/2)

T(2+1/2,2+1/2)
1 5t
= —(25+4+25)+1=-+4+1=
4( +2.5) + i
9
= —-=225
4
Notons que la valeur exacte est V5 = 2.23606....
49 49
Pour une meilleure approximation, on peut prendre (xq, ) = (E, 1_8> En effet, ici
55 4 4 s a9 4
(x,y) = (5, 5) = (%0, Y0) — <E’ 1_8> , <PCU”C€ que 53 = 15 — 1—8)
49 7
f(w07y0) - 3 - ga
1 3
fa(zo,m0) = 273 14
1 3
fy(o,0) = 2 7/3 1

Donc I’équation du plan tangent est

3 49 3 49 7

w(@y) = 2y = 1)+ oyly— 1) o
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1l en suit

o g (B-rey

18 918 9
N 49 2 49 2
T8 918 9
B _3 2_ 3 2 7
14 9 14 9 3
= % ~ 2.23809,

2
ce qui donne une meilleure approximation de \/5 = 2.23606.... O

5.5.1 Problemes

Probleme 5.5.1 Trouvezl’équation du plan tangent aux graphes des fonctions suivantes aux points
spécifiés:

a) * flz,y) =1+ay+ (@—-1y* au (1,2,3)
b) f(z,y) =xy/8—x—y au (2,2,8)
O fen) = VEFF a (0,0,a)

d) sf(J;?y) :[Ey2—§ au (172af(172))
e) f(z,y) = (z+yle” au (0,2, f(0,2))

1
f)f(xay):xy_m—_i_y_x2+y2 au (1727f(172))

Probleme 5.5.2 Trouvez une approximation des racines carrées suivantes, en utilisant I’approximation
avec le plan tangent de la fonction f(x,y) au points specifiés.

a) /3 =?; prenez f(x,y) = /T + y et le plan tangent au (¢, yo) = (2,2)
b) V10 =7; prenez f(z,y) = \/x + y et le plan tangent au (xo,yo) = (3, 3)
c) V10 =7, prenez f(x,y) = /T + y et le plan tangent au (x4, 1) = (4,4)
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5.6 Optimisation a deux variables

Soit z = f(z,y) une fonction continue dans une domaine D, borné est fermé. Le probleme est
de trouver les valeurs extremales de f dans DD. Notemment, on considére le probleme:
Trouver m, M tels que

m =min{ f(z,y), (z,y) € D}, M =max{f(z,y), (z,y) € D}. 41)

La valeur m est appellée “minimum (global) de f dans D”, et M est appellée “maximum (global)

de f dans D”. Les deux sont appellés “extrema (globales) de f dans D”.

Est-ce-que les extrema de f dans D existent? La reponse est oui.

Theorem 5.8 Soit D C R? un domaine borné est fermé et f € C°(D). Alors les extrema de f
dans D existent.

Comment trouver les extrema de f? Aux quels points (zg,y) les extrema sont atteints? La
réponse a ces questions passe par la notion des points critiques (PC).

Définition 5.9 Un (x,y0) € D est point critique de f si

i) fo(zo) = fy(z0) =0, ou

ii) au moins une des dérivées f,(xo,vo), fy(xo,Yyo) n’existe pas, mais f(xq,yo) existe.

Remarque 5.10 Pourquoi on considére les PCs de f? La raison est que si f(xq,yo) est un extrema
de f alors nécessairement (xq,yo) est un point critique (exactement comme dans le cas de la
dimension un). A noter qu’en général, la reciprioque n’est pas vraie.

Dans ce texte, on ne va pas resoudre le probleme (41). Plitot, on se contentera a la classification
des points critiques. Introduisons d’abord la notion des extrema (minimum, maximum) locaux.

Définition 5.11 Soir (zg,yo) € D.

i) On dit “f(xo,y0) est un maximum local” (ou simplement “(xq,vo) est maximum local”),
s’il existe un voisinage V' C D de (xq,yo) tel que (voir gauche, Fig. 29)

flz,y) < f(xo,v0), V(z,y) €V.

ii) On dit “f(x0,0) est un PC de minimum local” (ou simplement “(x¢,yo) est maximum
local”), s’il existe un voisinage V- C D de (xy,yo) tel que (voir centre, Fig. 29)

f(zo,y0) < f(z,y), V(r,y) eV

z <

iii) Tout minimum local ou maximum local est appellé “extremum” local. Leur ensemble est
appellé “extrema locaux”.
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Figure 29: Un point critique: maximum local (gauche), minim local (centre) et point selle (droite)

iv) Ondit “f(x0,y0) est un "point selle” (PS) (ou simplement (xq,yo) est PS”) si (xo,y) n’est
ni maximum local, ni minimum local (voir droite, Fig. 29).

Le théoreme suivant donne une classification des points critiques.

Theorem 5.12 Soit f : D +— R une fonction avec des dérivées partielles secondes continues
autour d’un point critique (g, yo). On suppose de plus que

Je(20,10) = fy(l'oayo) =0,

et on pose

D(z0,90) = frz(T0; Y0) fyy(20, Yo) — (fxy<x07y0>)2-
Ona:
i) si D(xo,90) > 0 et frz(x0,90) > 0 alors (xo,yo) est un minimum local;
ii) si D(xo,y0) > 0 et frr(x0,y0) < 0alors (xg,yo) est un maximum local;
iii) si D(xo,yo) < 0 alors (xq,yo) est un point selle.

iv) Dans tous les autres cas le théoreme est inconclusif.

Remarque 5.13 Le théoreme précédent donne une classification des points critique. La solution
du probléme des extrema globaux d’une fonction dans un domaine D C R? est un probleme plus
difficile, a étudier dans un cours de calcul plus avancé.

Example 5.7 Soit f(z,y) = 2%y — 22> — y2. Trouvons et classifions ses points critiques.
1) Les points critiques. A resoudre le systéeme

{fx(x7y) = 0,
fy(x,y) O;
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ce qui revient a
2vy —4x = 0, 2e(y—2) = 0, [1]
22 —-2y = 0, 2 —-2y = 0. [2]
L’équation [1] donne: v = 0 ou y = 2. En remplacant dans I’équation [2] on obtient:
pourx =0: y =0, donc (0,0) est PC,
poury =2: x*=4, x =42, donc (£2,2) sont des PCs.
En total, on a trois PCs: (0,0),(£v/2,2).
2) Classification.
Ona

feo(®,y) = =4, foy =22, fpy=-25 D(z,y) =8—4z”.
Donc
(0,0) : D(0,0)=8>0, f.(0,0)=—-4<0; cePC est maximum local,
(£2,2) : D(£2,2) =8 —4-(42)*> = -8 < 0; ces PCs sont des PS.
Example 5.8 Soit x, resp. vy, la demande pour un produit P, resp. (), et leurs respectives fonctions
demandes soient p(x,y) = 100 — 3z — y, resp. q(z,y) = 180 — x — 4y,.

i) Trouvons d’abord la fonction revenue.
ii) Ensuite, trouvons pour quelles demandes et prix le revenu est maximal.

Solution.
i) Pour le revenu on a
R(r,y) =  z-plry) +  y-a(2y)
—— ——

le revenu pour P le revenu pour ()
= (100z — 32* — xy) + (180y — 2y — 4y*)
= 100z + 180y — 32 — 22y — 41/°.

ii) Maintenant cherchons le maximum de R(z,y).
ii.1) Les points critiques:

R.(xz,y) = 0, 100 — 62 — 2y = 0, Dond ¥ = 10,
Ry(x,y) = 0, 180 — 2z —8y = 0. y = 20.

ii.2) Classification:

Ona
Rmac(xay) = —6, R:vy(xay) = _27 Ryy = —8,
D(w,y) = (=6) - (~8) — (~2)> = 44 > 0.

On est dans le cas ii) du Théorme 5.12 (D(xq,yo) > 0, Ry.(z0,%0) < 0). Donc, (x,y) = (10, 20)
est un maximum local du revenu. Les prix correspondants sont

(p,q) = (100 — 3- 10 — 20,180 — 10 — 4 - 20) = (50, 90).

ii.3) Est-ce-que R(x,vy) attient un maximum global a (10,20)? La reponse est oui, mais nous ne
présenterons pas la preuve ici.
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5.6.1 Problemes

Probleme 5.6.1 Trouvez les points critiques des fonctions suivantes et les classifiez:

ng—xy%—yz—?)x

b) f(x,y) =a®—2zy+y*>—=x

a) ® flx,y) =

) f(z,y) = bzy + 2 — y°

d) ® flz,y) =22 +y* + 2y + 4
e) fx,y)=a?+azy—y* +bx+7
D flzy)=z—y°

g) f(z,y) = 4wy + 2z — 227 — 4y°
h) flz,y) = —22 +4zy — 34> — 2y + 5
i) f(z,y) = 2%+ zy® + 292
J) f(z,y) = 6zy +y* —2°
(z,y)

k) flx,y)=a*+y* — 4oy — 1

D fla,y) = i
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6 Solutions des problémes choisis

6.1 Solutions des problémes choisis du chapitre 1

Solution du probleme [1.1.1]
Solution de (f)
Ici, Dom(f) = {z € R, 22 — 1 > 0}. Puisque 2> — 1 = (z — 1)(x + 1), Pinéquation z° — 1 > 0
devient (x —1)(z+1) > 0. Pour le resoudre cette inéqialité, il revient a étudier le signe du produit
(x —1)(z+1).

Les racines sont z =1 = 0, donc z; = —1 et 25 = 1. Alors pour étudier le signe du 22 — 1
on fait un tableau comme ci-dessous. On met les racines a I’ordre criossant, on trouve le signe de
chaque facteur et ensuite le signe du produit des facteurs.

T |00 -1 1 00
z+1 — 0 + +
z—1 — - 0 +
r—D(r+1) + 0 - 0 +

D’ou, Dom(f) = (—o0, —1] U [1, +00).

Quant a I'image, on a Im(f) = [0,400). En effet, soit y € [0,400). Alors, on cherche
x € Dom(f) tel que f(x) = y. Donc, Va2 —1 =y, cad 22— 1=y douz? =y*>+ 1. llen
suit que © = ++/y%2 + 1 € Dom(f) resout f(x) = y. Puisque y € [0, +00) était arbitraire, ceci
montre que /m(f) = [0, 00).

Solution du probleme [1.1.3]
Solution de (b)
Ona Dom(f)={zr€R, 2—x#0} =R\{2}.
Pour f~! on trouve d’abord son expression en resolvant y dans I’équation f(y) = x, donc
1 1 1 2x—-1

r=-"— 2_y: ) y:f_l<x):2__: .
X X

)
|
<
8|

Il en suit que Dom(f~') = {x # 0}.
A noter que le résultat est consistent puisque Dom(f~) = Im(f).

Solution du probleme [1.1.4]
Solution de (c)

On multiplie par —3: 2(2* —3) = —6(32+ 1)
On met tous les termes a gauche: 2(22 —3)+6(3z+1)=0
On simplifie: 222 +182 =0

On factorise: 22(24+9) =0
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D’ou: z2=0, 2=-9
Solution du probleme [1.1.5]
Solution de (e))
. P N . 1 -5z
Puisque |a| < best équivalenta —b < a < b on obtient: —-2< 5 < 2

On multiplie par —3:
On soustrait 1 a toutes les cOtés:

6>1—5x> -6
5> —bxr > -7

On divise par —5: —l<z< 5
. 7
Donc, la solution est: e —1, =
Solution de (g)
On passe tous les termes d’un cOté: 2 —3r4+2<0
On factorise: (x—1)(z—2)<0
On fait un tableau de signe:
T [-00 1 2 00
r—1 - 0 + +
x—2 - — 0 +
x—1(r—-2) + 0 - 0 +
Donc, la solution est: z € (1,2).
Solution du probléme [1.2.4]
Solution de (e)
On ordre les mondmes de p(x) et de ¢(«) a I’ordre décroissant:  2° +0-2> — 72 +6 |z —2
x entre dans 2° (le mondme d’ordre plus élevé de p(x)) +x2 fois: + 2°
On multiplie ¢(z) = = — 2 par z* et on le soustrait de p(x): r* — 227
On obtient p; () = 22% — Tz + 6: 22° — Tz + 6
x dans 22% (le mondme d’ordre plus élevé de p;) entre +2x fois: + 2z
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On multiplie ¢(x) = = — 2 par +2z et on le soustrait de p; (x): 22 — 4a

On obtient py(z) = —3z + 6: —3x+6

x dans —3x (le mondme d’ordre plus élevé de py) entre —3 fois: -3
On multiplie ¢(z) = x — 2 par —3 et on le soustrait de ps(z): — 3z +6

On obtient: 0

Donc, p(z) = (x—2)(2?+2x—3). Alors, p(x) = 0 estéquivalenta z—2 = 0 ou z*+2z—3 = 0.
Dotz =2ouz?+22x—3=0,quidonner =2,z = -3,z = 1.

Solution du probleme [1.3.8]

Soit ¢ le temps, commengant en 2011 et v(¢) la valeur comptable au temps ¢.

i) Ici, on suppose que v(t) est une fonction linéaire, donc v(t) = kt + b. Puisque v(0) = 800 il suit

que 800 = k- 0 + b, donc b = 800. Aussi, de v(4) = 500 il découle que 500 = k - 4 + 800, donc

k = —300/4 = —75. Il en suit que v(t) = —75¢ + 800.

ii) Par conséquent, la valeur comptable du téléphone en 2016 sera v(5) = —75 - 5 + 800 = $425.
Remarquons que la valeur du téléphone se déprecie a chaque année par $75 parce que

v(t+1) —v(t) = =T5.

6.2 Solutions des problemes choisis du chapitre 2

Solution du probleme [2.1.1]

Solution de a)

Dans les deux cotés de x = 1 la fonction se donne par deux lois différentes. Il faut considérer alors
les limites a cotés.

lim f(z) = lim (z—3)= -2,
z—1— r—1—
. . 1+4a?

Ces deux limites sont differentes. Il en suit que lim,_,; f(x) n’existe pas.

Solution de ¢)

Ici, x = —1 est a I’intérieur de I’intervalle (—oo, 2) o la fonction f est donnée par f(x) = T
x

qui est une fonction rationnelle. Puisque les fonctions rationnelles admettent une limite a tout point

dans leur domaine de définition, il en suit que la fonction f admet une limite a z = —1 et

lim f(z)= lim = f(-1)= %

rz——1 z——11 4+ 1}2
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Solution de d)
Encore ici, dans les deux cotés de + = 2 la fonction se donne par deux lois différentes. Il faut
considérer alors les limites a cOtés.

2x
1i = 1 =
Jim fz) = lim o

Ces deux limites sont égales. Il en suit que lim,_,, f(z) = 4.

Solution du probleme [2.1.2]

Solution de a)

La fonction f est rationnelle et son dénominateur est toujours différent de zéro. Alors, cette fonc-
tion admet une limite a chaque x, en particulier

r 1+x— 323 (o) l+c—3c¢
m— = f(e) = ——

a—e T+ x? 7+ c?

Solution de ¢)

La fonction f est rationnelle. Son déterminant devient zéro pour les racines de —z2 + 2 + 1 = 0,
c.ad.

1 1 1
T19=——(—1£+/12—4(-1)1) = —5(—1i\/5) = 5(1:F\/5), Ty~ —1, 1y~ 1.5,

2(-1)
Puisque [0, 1] C (z1,x2), il en suit que 1 + z — 22 # 0 dans [0, 1]. Alors, cette fonction admet une
limite pour tout ¢ € [0, 1]:

1—\/1—|—x_ 1—+vV1+4+¢

lim = f(c) = T

z=c 1 4+ o — 22

Solution du probleme [2.1.3]
Solution de a)

On utilise la méthode de la multiplication par le conjugué. Le conjugué du facteur avec la racine
est \/z + 2. Alors on obtient

lim f(z) = lim x—4 \/E—I-Q_l_ (x —4)(Vx + 2)

z—4 z—4 $—2\/§—|—2_:E1Lrﬁll (ﬁ)2_22
o =) +2)
- mTLor o Cimver)
= 4
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Solution de e)
Remarquons d’abord que

rz—1

T r>1,
l‘_
— , T <l
z—1

Alors, ici on utilise la méthode des limites aux cotes, parce que la fonction est donnée par deux
lois différentes. On a

S = By =y =t
) .o x—1

Les deux limites étant différentes, on conclut que lim1 f(z) n’existe pas.
T—>
Solution de f)
Ici on va utiliser la méthode de substitution (la methode de la conjugué peux s’appliquer aussi).
On pose = + 7 = u>. Alors

r = ud—7,
u = (x+7)"3
limu = 2.

rz—1

On en déduit que

. . u—2
@) = s

o, U2 Tica o3 B3 — 2 2

— nggm [on utilise a® — b° = (a — b)(a® + ab+ b?)]
! u—2

= lim
u=2 (u — 2)(u? + 2u + 22)

1 1

im —>—— = —
u=2u?2 +2u+22 12

Solution du probleme [2.1.4]
Solution de a)
Iciona

2
2
lim Cu(z) = lim v

Tr—400 Tr—+0c0 €T
= +00.

= lim(z + 2)
z—0

Donc, C,(z) n’a pas de AH a +oo. Le colt moyen croit infiniment.
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Solution de b)

Iciona
) _ VIzZ+1+1 _ VI +1 1
lim Cy(z) = lim o =" [T 2
T—+00 T—+00 X T—+00 €T €T

= lim

r—r+00

— 5 —

Va2 x

/ 1 1
= lim ( 9+ -3 + —>
T—+00 X x

= 9.

(\/9x2+1 1) , <9x2+1 1)
—_—+ = lim

T—+00 xT X

Donc, y = 9 est AH de C,(x) a +oo. Ceci signifie que le colit moyen est de $3 quand le noveau
de production est grand.

Solution du probleme [2.1.5]
Solution de a)
La fonction f est rationnelle. Son dénominateur, 2> — 1 se factorise comme 2> — 1 = (z — 1)(z —
(—1)). Son nominateur n’a pas de racines réelles, donc f(z) ne se simplifie pas. Alors on conlcut
que z = +£1 sont les AV.

Pour trouver les AH, on remarque que degrée(z? — x + 7) = degrée(z? — 1) = 1. Alors,

= —_ = ]_

Y 1 )
est I’AH.
Solution de d)
Le dénominateur de la fonction /22 — 1, devient zéro pour x = +1. On calcule les limites
suivantes:

) ) 1
a:lig:ll f(x) o :vligl:ll \/ZL‘Q —1

= o0

Alors, x = £1 sont les AV.

Pour les AHs on remarque que

lim f(z) =0,

r—+oo

donc y = 0 est AH.

Solution du probléeme 2.2.1
Solution de ¢)
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Ici, ¢ = 2 > 1. Donc, dans un voisinage de ¢ = 2 la fonction f(z) est donnée par f(r) = 22 —/z,
qui est une fonction algebrique, donc continue parce que f(2) est bien définie.

Solution de d)
Ici, a ¢ = 2 la fonction change de loi. Donc il faut vérifier les limites a cot’es avec la valeur f(2).
Ona

f(2) = 22+2=6,

1 1
lim f(z) = ——— = -,
m—>2*f< ) 1+vV2-2 3
lim f(z) = 6.
z—2F

Ces trois valeurs n’étant pas égalles déduisent que f n’est pas continue a ¢ = 2.

Solution du probleme [2.2.2]

Solution de ¢)

Puisque f est égale a une fonction algebrique pour x < 1 et z > 1 elle est continue dans R\{0}.
11 suffit alors de considérer la continuité a z = 1. Pour que f soit continue a = = 1 il suffit que les
deux limites a cOtés 2 x = 1 soient égales a f(1). Puisque

lim f(x) = lim (K*+ka?) = k* +k,

rz—1— rx—1—

li = i D=Fk+1

A= g ke ) =k,
f)=k+1,

on doit donc imposer k2 + k = k + 1. D’ou k? = 1 et k = £1. Donc, pour k = %1 la fonction f
est continue a x = 1 et dans R.

Solution de e)

Puisque f est égale a une fonction algebrique pour x < 1 et z > 1 elle est continue dans R\{0}.
11 suffit alors de considérer la continuité a z = 1. Pour que f soit continue a = = 1 il suffit que les
deux limites a cotés 2 x = 1 soient égales a f(1). Puisque

lim f(z) = lim (2bz — b2®) =2b—b=b,
1~ =1~

lim f(r) = lim (a2® + 3azx) = a + 3a = 4a,
z—1t z—1t

) =3,

on doit donc imposer
4a =8, donc a = 2, b=S8,

Donc, pour @ = 2, b = 8 la fonction f est continue a x = 1.
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Solution du probléeme [2.3.1]
Solution de a)
On écrit:

()

=T

)

2

—a —p2

= atar+ar’+--- [on applique la formule (5)]
a
17
_ 8B _2_,
= - =
1-G) 3
Solution de b)
On écrit
o0 2n _ 5n o 2n [e'e] 5n
Z il Z ol Z TS [on écrit comme somme de deux séries]
n=0 n=0 n—0
i i " [on écrit comme puissance de 7]
B B n
‘= 3-3n =33
3 n=0 3 3 n=0 3
I /2\" 1 /5\"
-2 (3) a2 3)

. . 2
La premiere série converge parce que |r| = 3

) . .
7| 3 > 1. Donc la série initiale diverge.

Solution du probléeme [2.3.2]
Solution de b)
On écrit:

0.4444 - .-

04 04
1—-0.1 0.9

< 1, alors que la deuxieme série diverge parce que

0.4 + 0.04 4 0.004 + 0.0004 + - - -
0.4(1+ 0.1 +0.01 4+ 0.001 + - - -)
0.4(14 0.1+ (0.1)2 + (0.1)* +--+)
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Solution de ¢)

On écrit:
1.646464--- = 1+ 0.64 + 0.0064 + 0.000064 + - - -
= 14 0.64(1+0.01 +0.0001 + - --)
= 1+0.64(1+ (0.01)" +(0.01)* +--+)
= 1+ 0.64—1 001
S G S L T
1001 — 15 100 % 99
163
99
Solution du probleme [2.3.3]
1) On pose

a=12000, s=04, r=1-04=0.6.

Pour £k = 1,2, ..., soit Sy le balance du compte au début du mois k, juste aprés que le salaire soit
déposé. Alors, on aura:
1) S1 = a, parce que dans son compte, au debut du premier mois, il n’y a que son salaire, et
2)Sy=a+ Sp_1-r, k=2,3,..., parce que au début du mois k, dans son compte il a son salaire
a qui est versé, plus Sy_; -7 = Sk_1 - (1 — s), I'argent qui reste du mois précédent & — 1 (notez
que le montant S;_; - s est dépensé au cours du mois k — 1).

Alors, on aura

Sl = a,

Sy = a+Sir=a+r,

S3 = a+Sor=a+ (a+ar)r=a+ar+ar?

Sy = a+Ssr=a+ (a+ar+ar?)r=a+ar+ar®+ar’,

Se = a+Sar=a+(at+ar+ar®+--+ark)r

a+ar+ar®+ar+ - arf L

1—r* 1—(0.6)* 2000 .
Sk = ag— - = 200—5% o4 (L~ (06)7)

On déduit alors

2000

S, = 0—4(1—(0.6)6) = 3200.00,
2000

Sg = W(1—(0.6)1):4766.72
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2000

Sy = 0—4(1 —(0.6)"%) = 4989.11
2000

Soy = 0—4(1 —(0.6)*) = 4999.97
- 2000

Solution du probleme [2.3.7]
Solution de a)
On prend In des deux cotés et on resout x. A noter que €€ = c. Alors

In8

In(2*) =1n8 In2=1In38 =17
n(2%) =In8, zln n8, =i

Solution de b)
On prend In des deux c6tés et on isole z:

In(3°2) = In(7-2+)
(x—=2)In3=(—2zx+1)In7
rln3+2xn7=1In7+21In3

z(In3+2In7) =In7+2In3

. In7+2mn3 In7 + In(3?) _ In(7 - 3?) _ In(63)
In3+2In7 In3+In(7?) In(3-72) In(147)

Solution de f)
A noter d’abord qu’on doit avoir > 0 parce que Dom(In) = (0, +o0). Ensuite, notons que
In(2x) = In2 + In . On remplace et on isole x. On obtient

2lInz+In7=In3+1In2+Inz,

Inx=In3+In2—-1In7; on prend e des deux cotes
_ In3+In2—In7 _ ln%2 — §
r=e e -
Solution de h)

A noter que 1’équation est définie dans pour {z —3 > 0 et x > 0} = {z > 3}. Donc, toute
solution doit étre plus grande a 3.
On isole x et puis on prend e des deux cotés. A noter que "¢ = c.

In(zx —3)+lnz = 2In2,
In((z —3)z) = 2In2,
e((z=3)z) 22 _ In(2?)
(x —3)r = 2%
??—3r—4 = 0,

Y
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T = 3—1—\/ 3j:5

x:—l, r=4

Ici, x = —1 n’est pas admissible, donc la solution est z = 4.

Solution du probleme [2.3.10]

i) On cherche ¢ tel que C(t) = 3A. On remplace dans C(t) = A (1+ %)m

C(t) = Ae™ pour n infini, et on obtient

0.04\ " - .
n=1: All+ EE = 3A; on simplifie par A et on obtient
(1.004)"" =3
(1-4)In1.004 = In3
_ 3 o5 0110
- Inl004 T
0.04 — .
n==~06: All+ T = 3A; onsimplifie par A et on obtient

(1.0066 - --)% =3
(6t)In1.0066 - - - = In3

pour n fini et dans

In3
= ———— = 27.5567
61n1.0066 - - -
0.04 o .
n=12: All+ SR = 3A; on simplifie par A et on obtient

(1.0033---)*" =3
(126)1In1.0033 - -- = In 3

In3
= = 27.5110
12In1.0033 - - -
n =00 : Ae®™ = 3A4;  on simplifie par A et on obtient
60.0415 — A
0.04t =1n3
In3
t= = 27.4653
0.04
ii) On prend ¢ = 10 and C'(10) = 2000 et on resout A:
04\ 110
n=1: A(1+¥> = 2000

A (1.004)"" = 2000
A = 2000 (1.004)""" = 1351.1283;
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0.04 °1°

A (1.0.066 - - - ) = 2000
A = 2000 (1.0066 - - - )" = 1342.4208;

0.04 12-10
A(1.0033---)"*" = 2000 = 1341.5321;
n=00: A1 = 2000

A = 2000e~29410 — 1340.6400.

iii) De ces calculs il en suit qu’il est mieux de composer 1’intéret plusieurs fois par an.

Solution du probleme [2.3.12]

1
ICi, A= m et R(t) = A@in.

1
i) Il est donné que R(5715) = §A. On remplace et on obtient

1
R(5715) = §A; alors

L€7T-5715 _ 11
1012 21012
eI — 55 on prend In des deux cotes
—r-5715 = ln1
2
_oy o2 W2 s
5715 5715 5715
Donc
R(t) = ﬁ —0.00012128¢
ii)

1
R(10000) = @6—0-00012128'10000 = 0.00000000000029736349.

iii) Si R(t) = 1/(10'%) = 107'°, on remplace R(t) et on resout ¢:

1
—0.00012128¢ -15
107,

1012
6—0.0001212815

= 107 .10 =103,
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—0.00012128t = —-3In10,

310 10
¢ o= 2 91736.14 années.
0.00012128 736.14 années

Solution du probleme [2.3.13]
Solution de b)
Ici, A =100, n = 4, r = 0.05, t = 10. En appliquant la formule C'(t) = A(1 + r/n)™ on obtient

0.05) "
C(10) = 100 (1 + T) = 100(1+0.0125)* = 100-1.0125* ~ 100 1.6436 = 164.36.

Solution du probleme [2.3.14]
Solution de ¢)
Ici C' =100, n = 2, r = 0.08, t = 10. En utilisant la formule C'(t) = A(1 4 r/n)™ on obtient

0.08 2-10
100 = A (1 + T) = A(1+0.04)* = A(1.04)*°; d’ou

A = 100(1.04)"2° =~ 100 - 0.4563 = 45.63.

Solution du probléeme [2.3.15]

Solution de b)

Icin = 4, r = 0.05. On cherche ¢ tel que C(t) = 2A. En remplagant dans la formule C(t) =
A(1 4 r/n)™ on obtient

4
(14 0.0125)*" =
(1.0125)*" =

0.05\"*
A (1 + —> = 2A; d’out en simplifiant par A on obtient

Pour resoudre ¢ on prent In des deux c6tés dans la derniere équation:

In ((1.0125)*") = In2,
(4-t)In1.0125 = In2,
In2

= —  ~13.94
t 4In1.0125 3949

Solution du probleme [2.3.16]
Solution de d)
Ici n = 20, » = 0.02. 1l est donné aussi que C'(10) = 10000, alors que A est inconnue. En

remplagant dans C(t) = A (1 + %)nt on obtient C'(10) = A (1 + %)20'10. En égalisant les deux
valeurs de C'(10) on obtient

0.021) 201°
A(1+2—0) = 10000; d’oit
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20
10000(1 + 0.001)~2%° = 10000(1.001) 2%
8188.12

0.02\ 2010
A = 10000 <1+—)

6.3 Solutions des problemes choisis du chapitre 3

Solution du probleme [3.1.1]

h _
On applique la définition de la dérivée f'(z) = lim fle+ 11 @)
_>

Solution de ¢)
Here, Dom(f) = {z € R, 4 — 1 # 0} = {x # 1}. Puisque f est une fonction rationnelle, alors
f est continue dans Dom/( f). Pour x € Dom/( f) on obtient

fl@) = lim 4<x+1h>1‘451:hm1< L )
h—0 h h—oh \4(x+h)—1 4dx—1
_1m1(4x—1)—(4(x—|—h}—1)
h—0h (4(x+h)—1)(4z —1)
1 dv—1—-4x—4h+1

W R e+ h) = DAz — 1)

= lim 1 —dh
h—0 h (4(x + h) — 1)(4x — 1)
= lim -
h—=0 (4(x + h) — 1)(4x — 1)
B 4
T (-1
Donc, f'(x) = 4 pour tout x € Dom(f).
(4x —1)2
Solution de d)

Here Dom(f) = {x € R, x +1 > 0} = {& > —1}. Puisque f est une fonction algebrique elle
est continue dans Dom(f). Pour 2 € Dom/( f) on obtient

Ve+h)+1—vVr+1

fla) = lim h
B hm\/(x+h)+1—\/x+1\/(x+h)+1—|—\/x+1
 hs0 h \/m-i-\/x——i—l

1((z+h)+1) —(z+1)

1m
h=0h/(x+h)+1+ Vo +1
1 h

lim —
h=0h\/(x+h)+1+Vr+1
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= lim

1
=0 /(x+h)+1++vz+1
1

_ Jamrr Y77h
n’existe pas, x* = —1
Donc, f'(z) = 1 pour z > —1.
2vr +1
Solution du probleme [3.1.2]
Solution de b)

On vérifie d’abord si f est continue au ¢ = 0 ou non. Pour ceci on trouve les limites a cotés:

zlg(?f Jx) = P e 5
lm () = Im(3+0)=3
f(0) = 3.

Donc, f est continue au ¢ = 0 parce que

lim f(z) = lim f(z) = f(0).

x—0~ z—0t

Maintenant on regarde si f’(0) existe. Puisque

(0 — 1 LOER SO T~ F0)

h—0 h h—0 h

)

et f est donnée par deux lois différentes autour de x = 0, alors on trouve cette limite pour h — 0~
et h — 07 (les limites a cOtés). Or

. f(h) = f(0) 3 V| _ L@+ 2z _
hlggl* h B (xQ + 1) z=0 _3(x2 +1)2lz=0 _3(x2 +1)2lz=0 0
LS L

Puisque ces deux limites sont différentes alors f’(0) n’existe pas.
Solution de d)
On vérifie d’abord si f est continue au ¢ = 0. Pour ceci on trouve les limites a cotés:

lim f(z) = lim(l—2)=1,

z—0~ z—0

1
1i = 1 =1
Jim fz) = limo =1,

£(0) = 1.
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Dong, f est continue au ¢ = 0 parce que

lim f(z)= lim f(x)= f(0).

x—0~ x—07F
Maintenant on regarde si f’(0) existe. Puisque

£00) 1y O = 1O F0) = £(0)

h—0 h h—0 h

Y

et f est donnée par deux lois différentes autour de x = 0, alors on trouve cette limite pour h — 0~
eth — 0. Or

SO

lim W I8 1
higl* h =0 7
/
OEY ORI I S R
h—0+ h 142/ la=0 (14 x)2?la=0
Puisque ces deux limites sont égales alors f/(0) existe et f'(0) = —1.
Solution du probleme [3.1.3]
Solution de d)
Ona
(ze ™) = e ¥ —we ™
= (1—x)e",
(xe™)" = (1—2)e™) =—"—(1—x)e ",
= (=24 ux)e™
(xe™)" = ((—2+x)e ™) =" —(-2+x)e™
(

3—x)e "

Solution de e)
A noter que f(x) = (x + 1)~1. Alors

fllo) = (D@+1)*(z+1)

= —(@+17

f'@) = ((@+1)7%) = (=D(-2)(z+ 1) (= + 1)
= 2(z+1)7,

() = Q+1)73 =2(=3)(z+ 1)z +1)
= —6(z+1)"%

Solution du probleme [3.1.4]
On applique la formule

(fog)(x)= f(9(x))g (x).
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Solution de a)
On a

filx) = 2z,
g@) = —(1+2)7
(fog)(z) = flg(x))g'(x)=29(x)g (z) = (=2)(1 + )77,

et

(gof)(x) = ¢(f(@)f(2) = —2z(1+2%) 7"

Solution du probleme [3.1.5]

Notons qu’ici y = y(z). On différencie par rapport a z les deux cdtés de 1’équation E(x,y) = 0
et on trouve iy’ = f’(z). Ensuite on remplace x et y pour trouver f’ au point spécifié. Notons aussi
que I’équation de la droite tangente au (¢, f(c)) est donnée par

y= @ =)+ £(e) = {(e)a + ((0) ~ ef ()

=k =b
Solution de b)
On differencie les deux cotés de 1’équation (n’oublions pas que y = y(x)):
(Tz+3°) = (15)
74+ 5y'y = 0; onremplacez =2,y = 1, eton trouve y = f'(2)
7 + 5 - 14y/ = 0,
7
r_ f1(9) = L1
y = f'(2) =

Alors, I’équation de la droite tangente est

y = [ —c+flo),

7 7 7
= —(z—-2)+1=—= 1+2-
Yy 5(93 )+ 5x+ + E
7 n 19
= ——x+ —.
v 555
Solution de d)

On differencie les deux cotés de I’équation:

23\’
I—y

0; onremplacex =1,y =0 et

on trouve iy = f'(1):
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3-12(1-0) ~ 1P(-y)
(i-op

2.1-02+1*-2.0-9/ +
3+y = 0,
y=ra = -3
I en suit que I’équation de la droite tangente est
y = f—0o+flo)

y = =3(x—1)+0
y = —3x+ 3.

Solution du probleme [3.1.6]

Solution de a)

Ici ¢ = 3, f(c) = 5. Evaluons f’(3). Pour ceci on différentie I’équation qui définit y = y(z) =
f(z) et ensuite on remplace x = cety = f(c):

Fla) = (ETI0) = ((a* +16)2) = (s +16) (a2 + 16)

Alors, I’équation de la droite tangente

3 3 9
= 2(r—3)+5="ur45-2
316
= —r+4+—.
y 577

Solution de ¢)
Ici ¢ = 2, f(c) = 4. Pour trouver f’(2) on différentie I’équation qui définit y = y(x) = f(x) et
ensuite on remplace x = cety = f(c):

(B2 =2+ (y(x) - 1)?) = (5%
2(3r = 2)(3z — 2)" + 2(y(x) = D(y(x) = 1)" = 0,
203z — 2)3 +2(y(z) — Dy/(z) = 0.

Ici, on prend x = 2 et y(x) = 4, et on trouve y'(2):

2(3-2—-2)3+2(4—1)y(2) = 0,
24+6f'(2) = 0,

y(2) = ——=-4
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Alors, I’équation de la droite tangente est

y = (—4)(x—2)+4=—-4r+12.

Solution du probleme [3.2.1]
i) Quand I’object commence a retourner a sa position initiale on a h'(t) = 0, c.a.d. un tel temps est
point critique pour h. On resout donc A/(t) = 0:

12 + 25 — 2t2 25 — 2

PO = ~mrme ~ Erme
W) = 0,
25 —t* = 0,
t = 5 (ett= —b, mais qui est exclu parce que t > 0).

On étudie aussi le signe de A/ (t):

t —00 ) 0 5 o0
W(t) - 0 + 0 -
0 1
10
h(t \ O/
( ) ) _— \
10 0

Donc, pour ¢t € [0,5) on a h/(t) > 0, ce qui signifie que & croit et I’object monte. Pour ¢ € (5, 00)
ona h'(t) <0, ce qui signifie que h decroit et I’object tombe.
Il en suit qu’a t = 5, I’object commence a retourner a sa position initiale.
1) On a
) 1
o) = e T
h'(t) = (K@)
B 25 — 12\ —2t(t> +25)% — (25 — t)2(t? + 25)2¢
((t2 + 25)2) B (t2 4 25)*
—2t(t* +25) — (25 — t?) - 2- 2t
(12 +25)3
2t3 — 150t
(12 +25)3’
2.5 —150-5

h'(5) = = —0.004.
(5) (52 + 25)3
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Solution du probléme [3.2.3]

Solution de b)
Ona

R(z) = 3+ 72 =14z,

/
x l+z—2 1
C/ = = —
(z) <1+x) (1+2)2 (1+4+x)%
1 Mr(l+z)* -1

P’ = R'(x)—C'(z) = 14z — = :
Solution de d)
Ici on note que pour b > 0 on a b*(®) = (") = gu@)nb popc,

(BU@)) = (eu@ by — cu@) by () In b = p®y (z) In b.
Alors on obtient

R(z) = (3" =3""(1+2?/(In3) = (2In3)z3"+*" = (In9)z3'*+*"

oy oy (L2 2
/ / / x? 27
P(z) = R(z)-C'(z) = (In9)x3'™™ — e

Solution de e)
On a

R(z) = ((#* =1 =4(2® — 1)*22 = 8x(2* — 1),
2ln(l + )
1+

C'(z) = ((In(1+2)*) =2In(1+z)(In(l +2z)) = ,
Pl(z) = R(z)-C'(x) = 8a(a® —1)* - 2“1&—*;).

Solution du probleme [3.2.4]
Solution de a)

Ona
p(z) 100 — 4x 100 — 4x
U xp(x) - x(—4) T 4z
100 — 4 - 50 100 1
el = [P = 5 = 5
Donc, la demande est inélastique.
Solution de f)
Ona
~ 3z+In(l+z) 3z+n(l+z) Br+In(l+2z))(1+z)
)= B D) | SEE oG]
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(3-24+Mm(1+2)(1+2)| (6+In3)3 18+3In3

2)| = =
In(2) 2(3(1+2) + 1) 210 20
~ 1.0647.
Donc, la demande est élastique. g

Solution du probleme [3.2.5]
Solution de b)
On calcule d’abord n(z):

4+2? 4+42?
x-2r 222

On cherche z > 0 tels que

n(z) =

44 2
)| = L2

> 1.

Alors, on resout cette inégalité comme suit:
4422 > 227
4—2* > 0,
2—-2)2+2z) > 0.

On étudie le signe de (2 — x)(2 + ). Les racines de (z — 1)(z + 1) = 0 sont z = +2. Le tableau
de son signe est

x —00 -2 2 00
2—x + 0 - 0 -
24+ — — 0 +
J:)g;x) B 0 + 0 B

Puisque on cherche > 0 tels que (2 — z)(2 + x) > 0 on déduit que la solution est x € [0,2). O
Solution de ¢)

On calcule 7(x):
15— /7 15— /7
n@) = —F—~ = —2T7
v (~2z) !
15 —
In(x)] = 27\/5 parce que pour = € [0,225],0 < \/z < 15.
xZ
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Maintenant on cherche x € [0, 225] solution de

(@) > 1; dou
215—\/5
NG

30 — 2z >
30 > 3+v/x,
10 >

100 >

Donc, la solution est z € [0, 100]. O

Solution du probleme [3.2.7]
Soit ¢t > 0 le temps, R le rayon du cercle de la nappe du petrole et A I’aire du cercle de la nappe.
Notons que R et A sont des fonctions de ¢, donc R = R(t) et A = A(t). Notons aussi que

A=7R?* ou A(t)=7R(t)

Alors, en dérivant cette égalité on obtient
At) = (rR(t)?*) = m2R(t)R'(t).

Il est donné que R(t) = 50 et R'(¢) = 3. On remplace et on obtient
A" = 72-50-3=300r.

Donc, quand R = 50 I’aire de la nappe du petrole s’augmente avec une vitesse de 300w ~ 942.45
m/min.

Solution du probleme [3.2.8]
Soit zOy un systeme de coordonnées, avec 1’axe des x dans la direction horizontale et ’axe des y
dans la direction verticale dirigé vers le haut, et £ > 0 soit le temps.

Soit A I’extremité verticale de 1’echelle et B I’extremité horizontale. Quand le temps évolue, A
reste dans 1’axe des y et B dans I’axe des x. Donc, A = (0,y(¢)) et B = (z(t),0). De plus, en
appliquant le théoreme de Pythagore on a

(x(t)” + (y(t))* = 10°,
parce que la longueur de I’echelle est 10 m. En dérivant cette équation on obtient
2z’ + 2yy = 0,

d’ou
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On sait qu’au moment qu’on s’intéresse on a ' = 3, x = 8. Pour y de ce moment on utilise
2% +y? = 10?, donc y = /102 — 82 = /36 = 6. Alors, on remplace et on obtient

Donc, I'extremité verticale se déplace a une vitesse —4 m/sec quand I’extremité horizontale se
trouve 8m loin de I’ origine, c.a.d. I’extremité verticale s’approche a I’origine a une vitesse 4 m/sec.

Solution du probleme [3.2.10]
Soit ¢ > 0 le temps, R le rayon du ballon et V' son volume. Clairement, R et V' sont des fonctions
du temps, donc R = R(t) et V = V(¢). Il est donné que V'(t) = 3.

Notons que V' = §7TR3. Alors, en différentiant cette égalité on obtient

4 /

V' = (gwR?’) =47 R*R';  d’ou
V/

/ _

= ATR?’

On remplace V' = 3, R = 7 et on obtient

3 3
4772 1967

Donc, le rayon s’augmente avec une vitesse de ~ (0.00487 m/heure quand son rayon est 7 m.

Solution du probleme [3.2.13]

Soit [ 1a longueur d’un c6té du cube, V' sont volume et A son aire. Clairement [, V' et A sont des

fonctions du temps ¢, donc | = [(t), V = V(t) et A = A(t). Il est donné que que V'(t) = 5.
Notons que V' = [3, A = 6[°. En différentiant le dernier on obtient

A =620 =12
Quand! =9ona
A'=12-90' =108!'.
Que vaut !’ quand [ = 9? On retourne a 1’équation V' = [3. En le différentiant on obtient
V/
Pour [ = 9 et V' = 5 on obtient

5 5
3-92  241°

V' =303 dou !

I =
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Alors, en remplacant on obtient

A =108 - % ~ 2.2406,

est le talix de I’augmentation de 1’aire du cube quand la longueur de son coté est 9m.

Solution du probleme [3.3.1]
Solution de a)
D’abord, on note que Dom(f) = R. Ensuite, puisque f est une fonction rationnelle avec le
dénominateur différent de zéro, f'(x) existe pour tout z € R. Calculons f'(z):

P’ +4—x-2r  4—227

fi(w) = 2 2 (2 2
(22 +4) (22 +4)
Alors f'(z) = 0ssi4 — 222 = 2(2 — 2%) = 0, d’ott z = £+/2 sont les PCs de f.
On fait le tableau du signe de f'(z):

x ‘ —00 —\/§ \/5 +0o0

f(x) | -0 4+ 0 -
Donc z = —+/2 est minimum local, z = v/2 est maximum local. O
Solution de b)

Ici, Dom(f) = R. On sait que f’(z) existe pour tout x # 7 et que f(7) existe. Donc, x = 7 est le
seul point critique de f.
Puisque

iy (=(x=7)=-7<0, pour <7,
f(z) { (x—=T7))=7>0, pour ©>7

on conclut que x = 7 est minimum local. O

Solution de ¢)
Ici encore Dom(f) = R. Notons que f’(2) n’existe pas mais f(2) existe. Donc x = 2 est un point
critique.

La dérivée f’(x) existe pour tout z # 2. Est-ce-que il y a d’autres points critiques? Pour ceci il
faut resoudre f’(x) = 0. Notons qu’on a

f() = 22 —x+2, six>2,
T 224 —2, siz<2.

Il en suit que

ioon ) 201, six>2,
f(x)_{2x+1, six <2
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Alors, f'(x) = 0 conduit a

,  stx > 2, quiestimpossible,
st < 2.

N |

{2:(:—1:0, st x> 2,

ou bien v
2% +1=0, siz<2, O z =

1
29

Le point critique quand z > 2 est impossible, et quand r < 2onaz = —%. Donc, z = 2 et
T = —% sont les points critiques de f.
Pour conclure avec la classification, on étudie le signe de f/(z):
x ‘ —00 —% 2 +00
f(x \ - 0+ 0 +
Donc, z = —% est une minimum local, alors que = 2 n’est ni minimum local, ni maximum local.

O

Solution de e)
D’abord, on note que Dom(f) = {x € R, 2> — 1 # 0} = {x # +1}. Ensuite, puisque f est une
fonction rationnelle, alors f'(x) existe pour tout x € Dom(f). Calculons f'(z):

2 —1—x- 2 14 22

flz) = (z2 — 1)2 :_(x2_1)2‘

Alors on cherche les solution de f(z) = 0, ce qui est équivalent a 1 + 22 = 0. Or, cette équation
n’a pas de solution, donc f n’a pas de points critiques. a

Solution du probleme [3.3.2]
Pour trouver les intervalles de monotonie de f on procéde comme suit.

1. D’abord on trouve tous les PCs de f

2. On fait un tableau avec trois lignes.
a) Dans la premieére ligne on mets les PCs, ordonnés a I’ordre croissant.

b) Dans la deuxiéme ligne on met le signe de f'(x) dans toute intervalle formée par les
PCs. Pour ceci, il suffit d’évaluer f'(x) dans un point x appartenant a l'intervalle en
question. Le signe de f' a ce point est le signe de f' dans toute ’intervalle.

¢) Dans la troisieme ligne on détermine la monotonie de f dans chaque intervalle: f est
croissante si f' > 0 et f est decroissante si f' < 0.

Solution de a)
Ici, f est une fonction rationnelle, avec le déterminant toujours différent de zéro. Donc, f'(x)
existe pour tout v € R. Evaluons f'(x):

2 4+2—(r—1)2x 2+ 21— 2? 2 — 21 —2

flx) = (22 + 2)? - (22 + 2)? - (22 + 2)2
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Il en suit f'(x) = 0 est équivalent a

1 1
2> =22 —2=0, cequidonne x:§(2:|:\/1_2):§(2:i:\/22-3):1:t\/§,

sont les PCs de f.
Maintenant, en tenant compte que

f(£o0) =0,
o 1-v3-1
f1—V3) = A-vari2 0.68,
o 1+VB3-1
f(a+ \/g) = m ~ +0.18,
on fait le tableau
T —0 1—+3 1++V3 +00
f'(x) - 0 + 0
0 \ = 0.18
f(z)
—0.68 \ 0

Donc, | est decroissante dans (—oo,1 — v/3) U (1 + /3, +00) et f est croissante dans (1 —

V3,14 /3).

Solution du probleme [3.3.3]
Définition:

O

a) Un point c est appellé “point d’infléxion (PI)” si f change la concavité en c (et f est continue

a c). Notons que si c est un Pl et f"(c) existe alors f"(c) = 0.

b) f est dite “concave vers le haut (CvH)“ dans l'intervalle (a,b) (et on le note par —) si

f"(x) > 0 pour x € (a,b).

c) f estdite “concave vers le bas (CvB)“ dans ’intervalle (a, b) (et on le note ~) si f"(z) <0

pour x € (a,b).

Solution de a)
Ici

flx) =2 —22° + 3z — 11, f'(z) = 32* — 4o + 3,
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N _ _ _ 2
D’ou f"(x) = 0 donne 6x —4 =0, v = 3.

2
Est-ce-que x = 3 est un PI? Pour repondre a la question on étudie le signe de f”. On fait un

tableau
2
x —00 3 +00
[ () - 0 +
f(z) ~ Pl —
1
Donc, v = 3 est un PI. La fonction f est CvB dans (—oo, %] et CvH dans [%, +00). a
Solution de b)
Ici Dom(f) = R et f admet des dérivées de toute ordre dans R. Calculons f":
2z
! -~
) = _2(1—1—1:2)2 —x-2(1 +2?) 22 _ _2(1—1—1:2) —x-2-2x
(14 22)4 (14 22)3
1 — 322 3x? —1

(I+22)3  “(1+a2)*

On resout f"(z) = 0, donc 3v> — 1 = 0, et alors v = +£371/2,
Est-ce-que & = +37'/2 sont des PIs? Pour le savoir il faut étudier le signe de f". On a le
tableau suivant

x —00 —3-1/2 3-1/2 +o0
f"(x) + 0 - 0 +
f(x) — PI — PI —

1l en suit que v = +37'/% sont des PIs, que f est CvH dans (—oo, —3~/2|U[371/2 +-00) et CvB
dans [-371/%,371/2], O

Solution du probleme [3.3.4]
Rappelons Théoréme 3.9: une fonction f continue dans une intervalle fermée [a, b] atteint toujours
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son minimum et maximum. De plus, son minimum, resp. maximum, est la plus petite, resp. grande,
valeur des valeurs de f aux PCs dans [a, b] et aux extrémités a et b.
Solution de a)
Ici, [ est un polynome, donc continue. Alors, f atteints son minimum et maximum dans [—3, 3].
Puisque f'(x) = 32> — 4 et f'(x) = 0 implique x = i—%, il suit que x = i\% sont les PCs de
f dans [-3, 3].
Finallemnt, puisque

f(=3)=—14, f(=2/V3) =4.0792..., f(2/V3)=—2.0792..., f(3) =16,

il suit que
min f=—14, max f = 16. a
x€[—3,3] x€[—3,3]

Solution de ¢)

Ici, f est une fonction rationnelle, avec le dénominateur qui devient nul pour x = 0. Donc, la
fonction est continue dans R\{0}, en particlulier dans [1,2]. Alors, f atteint son minimum et
maximum dans [1, 2).

Puisque f'(x) = ——; alors f'(x) = 0 n’a pas de solution et donc f n’a pas de PCs. Finalle-
T

ment, puisque

il suit que
n f =2 f=1 =
min f = -, max f=1.
z€[1,2) 27 ze[1,2]
Solution de d)

Ici, f est une fonction rationnelle, avec le dénominateur qui devient nul pour x> — 2x = 0, donc
x = 0etx =2 Puisque x = 2 € [1,3] alors f n’est pas continue dans [1, 3|.

Le théoreme de la valeur minimale/maximale ne conclut pas. Une analyse un peu plus détaillée
montre que [ n’admet pas de valeur minimale/maximale dans [1,3]. Pour ceci il suffit de voir les
limites a coté a x = 2:

1 1 1
lim f(x) = lim = lim —— = lim —— = —o0,
r—2~ x—2~ ZL‘2 — 2 T—2~ ZL‘(I’ — 2) z—2— 2 -0~
1
li = i = lim —=1i = . O
Jm fo) = sy =i Ty T g = e

Solution de e)
Ici, f est continue comme produit de deux fonctions continues. Donc, f atteint la valeur minimale
et maximale dans |0, 2].
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Trouvons les PCs de f. On a que
flx)y=e®—xze™ =(1—x)e™",

Alors, f'(x) = 0 est équivalent a 1 — x = 0, donc © = 1 est le PC de f dans |0, 2].
Puisque

f0)=0, f(1)=e"'=0.3678, f(2)=2¢"?~0.2706,
il suit que

min f =0, max f=0.3678.
2€[0,2] z€[1,2]

6.4 Solutions des probléemes choisis du chapitre 4
Solution du probleme [4.2.1]

Solution de a)

/(—1)dx _ _u4C

Solution de ¢)

1
/(§+5x2—9\/§—x7/2)dx = 3/—dx+5/x2dx—9/\/5—/x7/2dx
x x

x_3_9x1/2+1 B 27/2+1 L
3 71241 T7/2+1

d 2
= 3ln|z| +§x3 — 622 — §:L’9/2+C.

= 3ln|z|+5

Solution de e)

/(3 —02)de = /(9 122 + 4a?)da

= 9/dx—12/xda:+4/x2dx

x? 3
= 9 —-12—+4—+C
T 5 + 3 +

4
= 9x—6x2+§x3+0.
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Solution du probléeme [4.2.2]
Dans ce probleme on rappelle que

/f'(x)dx = f(x)+C, oubien f(x)= /f’(x)dx+ C.
La constante C' est définie par la valeur f(a).

Solution de a)
On a

flz) = / (4x*3/2 — 3z ) dz+C

p-3/2+1

= 4—— — 31 C
a1 el
=172

— 4 3
17 3ln|z| +C

= 8 V2 _3In|z|+C.
En utilisant f(1) = 2 (donc, on remplace = = 1 et f(z) = 2) on obtient

—8- 17123l +C = 2,

—8+C = 2,
C =10.
Donc,
f(z) = —8z72 —3In|z| + 10.

Maintenant on évalue f(4):

f(4) = —8-47Y2_3In[4| +10=6 —3In4.

Solution de ¢)
On a

f@) = /(%—5x+3)dw+0

= 3/3:_1/2d:v—5/xd35+3/:v+0

p1/2+1 2

5x—+3$+0

- 3=
—1/2+1 2

5
= 62Y% — §x2+3x+0.
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En utilisant f(1) = 0 on obtient

6-11/2—212+3-1+O = 0,
5
9—-4+C =0
3t ’
5 14
C = —(9-2)=_=
(0-3) =~
5 14
f(z) 6331/2—§$2+3ZE—7 et
14 14
JA) = 6-42— a4 34— = 26—

Solution du probleme [4.2.3]
Solution de a)

/erde
|
|

/

|
1
§€u —|—C

1 -
—e” C.
26 +

1
Y—d
e"5du

Solution de d)

/ BQ_SIdZE

On pose u = x2. Alors:

du = v'dr = 2xdx et xdx = %du.

On substitue.

On integre.

On revient 2  en remplagant u = x>

On pose u = 9 — 5z. Alors:

du =u'dr = —bdx et dx = —%du.

On substitue.
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f (40

1
—ge“+0

1 9-5
— s
56

Solution de e)

/ * dx
S—uw
|

|

J()e

—5n|u|+u+C

—5Inb—z|+(5—x)+C.

Solution de g)
/ V9 — 2?dx
|

I
1
fvi ()
I
1 l/2+t

— = C
21241

‘On integre.

’On revient a x en remplacant u = 9 — x

On pose u = 5 — z. Alors:

du =1'dr = —dz,dr = —duetz =5 — u.

On substitue.

On integre.

On revient a z en remplagantu =5 — z

On pose u = 9 — z2. Alors

du = u'drx = —2xdx et zdx = —%du.

On substitue.

On integre.

On revient 2  en remplagant u = 9 — 2
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|
1 2\3/2
—S(0-a%) 4 C.

Solution du probleme [4.2.4]
Solution de b)

/J:e?””dx

/ wv'dx

1 1
- §$673x + g/e 3y
|
| |
_ X _ - X C
zTe 96 +
Solution de d)

/x_?’ In zdx

/ wv'dx

uY — /u'vdm

On applique la formule (29)

‘On remplace.

172

O
On pose u = x, v’ = e~ 37,
Alorsmu/ =1,v = [v'de = [e ¥ de = —3e 3.
On applique la formule (29)
On remplace.
‘On integre
O
Onpose u = Inz, v = 273,
Alors: v/ =271 v = [Vde = [273de = —%x
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|

1 1
— §x_2 Inx + 3 /x_3dx
|

1 1
— éx_Q Inz— -2 2+ C.

Solution de j)

/(Sx2 —2zx)e"dx
|

/ wv'dx

UV — /u’vdw =

(327 — 27)e” — /(Gx —2)e"dx

On integre.

(32?2 — 27)e” — ((6x —2)e" — / 66%53;)

(322 — 27)e” — (6 — 2)e” + 6e”

|
(322 — 8x + 8)e” + C.

Solution du probléeme [4.3.1]
Solution de a)

1
/ (3¢ V% 4 In(1 4 2%))dz = 0.
1

173

On pose u = 3x? — 2z, v = €°.

Alors: v/ = 6z — 2, v = €*.

On applique la formule (29)
On remplace.

On re-integre par parties. On pose

u = 6x — 2,0 = e®. Alors

On integre.

‘ parce que [ f(z)dx =0



Solution de ¢)

1
/ (2% + zY/ Ndx On integre utilisant les régles d’intégration (puissance)
0
|
.773 .1'3/2 1
5+ 3—/2] 0
|
1 n 1
3 3/2
|
1.
Solution de d)
3
/ (x + 1)V — 2dx On pose u = = — 2.
2
| Alors x = u + 2, do = du.
=3
/ (u + 3)u*?du On substitue.
=2
|
=3
/ (u3/ 2 4 3ut Hdu On integre par rapport a u (on garde les bornes de z).
=2
|
u5/2 u3/2 =3 . .
[5/—2 + 33—/2] . On revient a x en replacant u = x — 2}
| On évalue

[%(m _ 2)5/2 + 2(:1:‘ _ 2)3/2} z=3

- +2
5+

|
12

5

r=2

174



Solution de o)

2 2

2 _ o ) =1, lz| > 1,
/0 |z* — 1|dx = ‘Notez que |z° — 1| = { @ —1), Jz]<1
|

‘On sépare I’integrale en deux morceaux,
1 2
/ 22 — 1|da +/ 22 — 1]da
0 1
|

/01(—@2 C1))de + /12(1,-2 g

| On sépare I’integrale en deux morceaux.

‘et on remplace

1 2
/ (—(z* —1))dx + / (2% — 1)dx On intégre chaque intégral
0 1
|

[_ (%x3_gj)];+ [(%ﬁ—x)]j On évalue

2 2 2
3733
|
2.

6.5 Solutions des problemes choisis du chapitre 5

Solution du probleme [5.3.1]
Solution de a)
Ici, la fonction f est une fonction rationnelle en x et y. Son dénominateur est différent de zéro.
Donc, Dom(f) =R x R.
Pour I’image, on montre que /m(f) = R. Soit z € R. On cherche (z,y) tel que f(x,y) = z,

3
cad. 4xr — by — . On peut considérer (0, y), donc —5y = z. On déduit que y = _z
x? 4 Ty? 5
Donc, f(0,—%) = 2. Puisque z était arbitraire dans R ceci signifie que Im(f) = R. O

Solution de b)

175



Ici,
9 2
Quant a I’'image, on a Im(f) = R. En effet, 0 € Im(f) parce que f(0,1) = 0. Maintenant, soit

z # 0. On cherche (z,y) € Dom(f) tel que f(z,y) = z. On prend (z,y) = (1,y) € Dom(f).
Alors

1 1 1
]_ e = d, N = — 2—— .
(1) >, o 4oy 3< Z>

Donc, f (1,1 (3 —1)) = 2, ce qui montre Im(f) =R. O

Solution de ¢)
Ici

Do) = {(a.) € R 20~ 7y 2 0) = { (@), v < 2a

Maintenant, soit z > (0. On

Quant a I’image, on a Im(f) = [0,00). Clairement f(z,y) > 0.
= (z,0) € Dom(f). Alors

cherche (z,y) € Dom(f) tel que f(z,y) = 2. On prend (z,y)

1
f(z,0) =V2x =2z douz = 522.

1
Donc, f <522,0) = z, ce qui montre Im(f) = [0, c0). O

Solution du probleme [5.4.1]
Solution de a)

fr('ruy) :27 fy<x7y) =—13.
Solution de b)
felz,y) =y — 62y + 49* — 2297, fy(z,y) = v — 32% + 8xy — 227y.

Solution de e)

fo(z,y) = €™y, fy(z,y) =e"a.

Solution du probleme [5.4.2]
Solution de a)

fe(2,y) =y, fy(z,y) = 2,
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fxaz(may> = 07 fyx(zay) = 17

fmy(xay) =1, fyy(xvy) =0.
Solution de b)
fe(,y) = 1027717, fy(x,y) = =102,
fea(,y) = 10 - 92%y 7, fye(,y) = =10 - 102%™,
fey(x,y) = =10 - 102"y, fu(z,y) = (=10)(=11)2 0y~
Solution de g)
f:c($ay) :2_y+3$29_2$y6> fy(xay) = _x+55’3_6$295a
frw = 62y — 29/°, fyz = —1+ 3z% — 1229,
foy(x,y) = =1+ 327 — 1229, fo(z,y) = —3022y*.
Solution de h)
folz,y) = (1 —y)7, fyla,y) = 2(1—y)7%,
.f:c:r:(xay) :O7 fyx = (1_y)_2a
Joy = (1 — y)_2 fo(z,y) = 22(1 - ?J)_g-
Solution du probleme [5.5.1]
A noter que 1’équation du plan tangent au graphe de z = f(x,y) au point (xo, Yo, 20), 20 =

f(zo,y0) est donnée par
z = fu(20,y0)(® — w0) + f (20, Y0) (Y — Yo) + 20
Solution de a)

Icixozl,yOZQ,Zozf(LQ):3>

fo(,y) = 2xy + 4%, fyla,y) = a* +2(x — 1)y,
£(1,2) =4+4 =38, £(1,2)=140=1,
z2=8x—1)+1(y —2)+3,
z=8x+y—"T.

Solution de d)

Ieizg=1,90=22=f(1,2) =4—3} =1,

1 T
fx(xay):yz_ga fy(xay):2xy+ﬁa
1 7 1 17
fm(1,2)—4—§—§, fy(1’2>_4+71_1’
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7 17 7
= (-1 +—(y—2)+ =
7 17 17
Z ==X — Y — -
2 4 2

Solution du probleme [5.6.1 ]
Ici, on va utiliser Théoreme 5.12.
Solution de a)

i) On trouve les PCs.

1) Pour ceci, d’abord on calcule f,, f,:

2

2) On resout le systeme
2

{ folwy) = go—y=3=0, [l

fy(z,y) = —x+2y =0. 2]

De [2] on a x = 2y. On le remplace dans [1]:

2
;&) —y-3=0, y=9
De [2] on obtient x = 2 -9 = 18. Donc (18, 9) est le PC de f.

11) Classification.

1) On calcule les dérivées secondes et D:
fealzy) = 2, foy(@y)=—1, fyy =2,
D(z,y) =
2) Classifions les PCs:
(18,9) : D(18,9) = % 50, fur(18,9) = % - 0;
donc (18,9) est un minimum local.
Solution de d)

1) On trouve les PCs.

1) Pour ceci, d’abord on calcule f,, f,:

fol@,y) =2z +2zy,  f,(z,y) =2y + 2>
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2) On resout le systeéme

{ fo(z,y) = 22 + 22y = 0, 1]
fy(z,y) =2y +2* =0. 2]

1
De [2]onay = —5.%2. On le remplace dans [1]

1
2 4 2o <—§x2) = 0,

1
2z (1—5952) = 0, donc

1
r = 00u1—§x2:O; ou bien

T = O,x:—\/g,x:\/g.

Remplagant x dans [2] on trouve y:
y=0,y=-1,y=-1
Donc, les PCs sont

(0,0), (=v2,-1), (V2,-1).

ii) Classification.
1) On calcule les dérivées secondes et D(z, y)
foo(@oy) = 242y,  foy(z,y) =22, [y =2
D(z,y) = 2(2+2y) — (22)* = 4(1 +y) — 42°.
2) Classifions les PCs
(0,0) : D(0,0)=4>0, f..(0,0) =2>0,
donc (0, 0) est un minimum local,
(=V2,-1) : D(=V2,-1)= -8 <0,
donc (—\/i, —1) est un PS,
(v/2,,—1) : D(V2,-1)=-8<0;,
donc (v/2, —1) est un PS.
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