CoURSs 1: GEOMETRIE DES NOMBRES

On fixe un espace euclidien réel F de dimension finie n > 1 et on note par un point son
produit scalaire. Ainsi la norme d’'un élément x de F est donnée par

]| = (- %)%,

On fixe aussi une base orthonormée e = (ey,...,e,) de E.

L’exemple le plus simple est £ = R"™ muni de son produit scalaire usuel. Mais E pourrait
aussi étre un sous-espace de R™ pour un entier m > n, avec le produit scalaire obtenu par
restriction a F du produit scalaire standard de R™.

1. Algebre extérieure. (Référence: [Bo1970])

On montre que, pour tout entier k > 1, il existe un espace vectoriel réel noté /\kE et une
application multilinéaire alternée
EF — N'E

1.1 ok
( ) (X17~--7xk> — X3 A A X

avec la propriété universelle suivante. Pour tout espace vectoriel réel W et toute application
multilinéaire alternée
v EF = W,
il existe une et une seule application linéaire 7': /\kE — W telle que ¥ = T o ¢y, ¢’est-a-dire
telle que
Y(x1,. .., x5) =T (X1 A--- AXp) pour tout (xy,...,%xz) € EX.

. k . L. \ cs s s

On dit que A\"F est la puissance extérieure k-iéme de E. La propriété ci-dessus la carac-
térise seulement a isomorphisme pres, mais en pratique cela ne pose pas de probleme. Mieux,
on en déduit sans trop de mal de nombreuses propriétés.

Par exemple, on montre sans peine que 'image de ¢ engendre /\kE Autrement dit, en
tant qu’espace vectoriel, /\kE est engendré par les éléments de la forme x; A -+ A x; avec

X1,...,Xp € B, qu'on appelle les produits purs. Par contre, les éléments de /\kE ne sont pas
tous de cette formesi 2 <k <n — 2.

On montre aussi qu’il existe un et un seul produit scalaire sur /\kE tel que

(1.2) (XA AXe) - (V1A Ayr) = det(x; - ;)
pour tout choix de x4,...,Xg,y1,...,yr € E. De plus, pour ce produit scalaire, les vecteurs
(1.3) e, N---Ne;, avec 1<i<--- <, <n

forment une base orthonormée de /\kE . Cela implique que

(1.4) dim A\*E = (Z

0 si k> n.

) si k <n,

En particulier, A"F est de dimension 1 engendré par le vecteur unitaire e; A --- Ae,. Alors
le seul autre vecteur unitaire de A\"E est —e; A --- Ae,. Doncsif = (f,...,f,) est une
autre base othonormée de E, on a f; A--- Af, = +te; A--- Ae, pour un choix de signe +.



Pour k = 1, on fixe A\'E = E (en prenant I'identité pour application linéaire ¢, : E — E).

On convient aussi que /\OE = R. Alors la formule des dimensions (1.4) s’applique aussi
pour k = 0 et la somme directe (externe)

NE=PNE

est un espace vectoriel sur R de dimension 2" avec pour base ’ensemble des produits (1.3)
avec 0 < k < n. De plus, il existe une et une seule application bilinéaire

(AE) x (ANE) = \E
notée A telle que
(X3 A AX)AVIA - AY) =X A AXEAYLA - A Yy,
(i A Axp) AL = (x1 A Axy),
LA(IA - AY) =y1 A Ay,
IAL=1,

quels que soient les entiers k, ¢ > 1 et les vecteurs xq,...,Xg, y1,...,y¢ € E. Ici, 1 désigne
Punité de R = AE. Cette forme bilinéaire munit \E d'une structure d’algebre associative
graduée avec unité 1, pour laquelle un produit pur x; A - - - A X;, est littéralement le produit
des éléments x1,...,x; de E = /\lE, comme le suggere la notation.

Pour chaque entier £ > 0, on dit que /\kE est la partie homogéne de degré k de \E.
L’algebre A\ E est graduée parce que si X € /\kE etY € /\EE pour des entiers k, ¢ > 0, alors
XAY e NME.

SiT: E — FE est un opérateur linéaire sur E, alors pour chaque k£ = 1,...,n, il existe un
et un seul opérateur linéaire \"T: A*E — A*E sur A\°E tel que

NTxy A Ax) =T(x1) A AT(xz)
pour tout (xi,...,x;) € E*. 1l satisfait

—1
(1.5) det(A'T) = det(T)X on K = (Z 1).
Ces n opérateurs s’étendent a un endomorphisme d’algebre graduée AT: AE — AE qui
coincide avec T sur E = \'E.

Lemme 1.1. Pour chaque k =0,...,n, il existe une et une seule isométrie
« N'E — N''E
X — X*

telle que X NY* = (X -Y)e; A--- AN e, pour tout choix de X,Y € /\kE
Comme le produit e; A --- A e, ne dépend que de F au produit pres par +1, il en va de
méme de cette isométrie.

, . . . . .. —1
Par exemple, pour k = 1, on vérifie sans peine que application linéaire x: £ — A" FE
qui envoie chaque e; sur

e =(-1)""eeA-- NG A Ne, (1<i<n)
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est une isométrie avec la propriété requise et que c’est la seule. On laisse le cas général en
exercice.

Lemme 1.2. Soit v = (vq,...,v,) une base de E et soit
P={tyvi+ - +t,v,; 0<ty,...,t, <1}
le parallélépipede de E engendré par v. Alors le volume de P est
VOL(P) = [[vi A+ Ayl = det(vi - v) 2 < vi| - [[val]

avec [’égalité si et seulement si v est une base orthogonale de E.
La relation [|[vi A -+ Avy| < [[vi]| -+ ||[va]l est appelée I'inégalité d’Hadamard.

Démonstration. C’est clair si n = 1. Supposons maintenant n > 2 et que le résultat soit vrai
en dimension n — 1 pour le parallélépipede

Q={tivi+ - +to1va1;0<ty,.. .t <1}

de W = (vy,...,v,_1)r engendré par (vy,..., v, 1). Ecrivons v, = w + v avec w € W et
v € W+. D'une part, on a

vol(P) = vol(Q)[[v].
D’autre part, le produit extérieur étant multi-linéaire alterné, on a aussi

IViA- AV =|viAn- Ave g AV]|.

D’apres les formules (1.2) pour le produit scalaire, le membre de gauche de cette égalité est
det(v; - Vj)l/ 2 et celui de droite est donné par la méme formule avec v,, remplacé par v.
Comme v-v;=v;,-v=0pourij=1,...,n—1, on en déduit

Vi A AVl = [lvi A AV lv]] = vol(@) [ v]] = vol(P),

puis

Vi A Al < v A Avaal[[vall < vl - ([ vall
avec I'égalité partout si et seulement si v, = v € W et que (vy,...,v, 1) est une base
orthogonale de W, c’est-a-dire si et seulement si v est une base orthogonale de E. U

Remarque 1.3. On sait qu'un opérateur linéaire 7" sur E multiplie les volumes par | det(T)].
Comme le parallélépipede B de E engendré par (ey, ..., e,) est de volume 1 et que le parallé-
lépipede P du lemme 1.2 est son image sous 'opérateur linéaire T tel que T'(e;) = v; pour
1=1,...,n, on en déduit que

vol(P) = | det(T')|vol(B) = | det(e; - v;)|.

Puisque la matrice M = (e; - v;) satisfait *M M = (v; - v;), on retrouve la formule vol(P) =
det(v; - v;)*/2.

Ezemple 1.4. Supposons que E = R™ et soient x = (21,...,2,), ¥ = (y1,...,Yn) € E. En
notant (ey,...,e,) la base canonique de E, on trouve

XAy = (Z«Tz'ez) A (Zyjej) = Z Tiyjei N\ ej = Z
i=1 j=1

1<i,j<n 1<i<j<n

Ty Iy

e; N\ej,
Y yj ’ J




donc
T; Iy
Yi Yj

Ixayl=( >

2>1/2
1<i<j<n

Géométriquement, ce nombre représente 'aire du parallélogramme engendré par x et y.

2. Réseaux. (Références: [GL1987], [Sc1980])

Un réseau de E est un sous-groupe discret de E de rang n = dim(F). De maniere
équivalente, c’est un sous-groupe

(21) A= <V17"'avn>Z

engendré par une base (vi,...,v,) de E. Alors, toute base de A sur Z est une base de F
sur R. Comme P = {t;vy + -+ 1t,v,; 0<ty,..., 1, < 1} est un systeme de représentants
de E/A, le covolume de A dans FE est

(2.2) covol(A) = vol(E/A) = vol(P) = [[vi A+ Av,]|.

a) Le réseau de E dual a A est

N ={xeFE;x-veZVveA}

2.3 * *
(2:3) =(v],...,Vi)z
ou v* = (v},...,vy) est la base duale de E' (avec v; - vj = §; ;). On a donc (A*)* = A et
(2.4) covol(A*) = covol(A) ™.
b) Pour chaque entier kK = 1,...,n, on définit
(2.5) A(k)z<X1/\~--/\Xk;Xl,...,Xk€A>Z.

C’est un réseau de /\kE qui admet pour base les produits v;, A---Av;, avec 1 <43 < -+ < g.
Son covolume est

(2.6) covol(A®) = covol(A)X ot K = (Z B i)

Soit & le réseau de E de base e. On note que A = T'(€) pour 'opérateur linéaire T' de FE
qui applique e; sur v; pour ¢ = 1,...,n. Comme le covolume de & est 1 et que A* = T*(E)
ou T* ='T"~1 on en déduit la formule (2.4).

. , . k
De méme, comme E*) est engendré par une base orthonormée de /\"E, son covolume dans

/\kE est égal & 1. On note aussi que A% = /\kT (ER) pour le méme opérateur linéaire 7.
Alors la formule (2.6) se déduit de (1.5).

Enfin, on retrouve essentiellement le dual de A en formant sa puissance extérieure (n — 1)-
ieme comme le montre le lemme suivant.

Lemme 2.1. Sin > 2, Visométrie x: N\ 'E — E envoie AV sur covol(A)A*.

Démonstration. 11 suffit de noter que
(2.7) (VIA AV A AV, = (1) det(e; - v;)VE,

pour m=1,...,n. 0



Cette relation est cohérente avec les formules (2.4) et (2.6) car elle implique
covol(AY) = covol(A)"covol(A*) = covol(A)" L.

Exemple 2.2. Si E = R" et si A = Z" est le réseau de R" engendré par la base canonique
(€1,...,€,), alors A* = Z" et par suite covol(A) = covol(A*) = 1. Par ailleurs, pour un

entier k avec 1 < k < n, on peut identifier /\kR" avec RY ot N = (Z) en identifiant chaque

élément de /\kR” au N-uplet de ses coordonnées dans la base formée des produits (1.3) dans
I'ordre lexicographique. Sous cette isométrie, (Z")*) s’identifie & Z", de covolume 1 dans

RV,
3. Convexes symétriques. (Références: [GL1987], [Sc1980])
Un convezxe symétrique de E est un voisinage compact convexe C de 0 tel que —C = C.
On lui associe une norme || || sur £ en posant
|x|lc = min{\ > 0; x € \C}

pour tout x € E. De plus, C est la boule unité de E pour cette norme. Réciproquement,
toute boule unité pour une norme de E est un convexe symétrique de E. Donc, de maniere
équivalente, on peut définir un convexe symétrique de E comme la boule unité pour une
norme sur F.

Cette seconde définition a l’avantage de se transposer a tout espace vectoriel E de dimen-
sion finie sur un corps valué complet, comme C, ou le corps @, des nombres p-adiques pour
un nombre premier p, ou le corps des séries formelles K ((7")) en une variable sur un corps
K et les extensions algébriques finies de ces derniers.

L’ensemble des convexes symétriques de F est stable sous le groupe GL(V') des opérateurs
linéaires inversibles de F.

Ezemple 3.1. Le parallélépipede symétrique associé a une base v = (vy,...,v,) de E est
n
Po={x€E;|vi-x|<lpouri=1,...,n}= {Ztivf; max |¢;| < 1}
i=1
avec vol(Py) = 2"[|[vi A - AVE|| =27 ||vi A= Av, |7

Soit B={x € E; ||x|| =1} la boule unité de E pour la norme euclidienne. Un ellipsoide
E est I'image de cette boule sous un opérateur 7' € GL(V). Pour une preuve du résultat
suivant, voir [Sc1980, Theorem 2A].

Théoréme 3.2 (Jordan). Pour tout convexe symétrique C de E, il existe T € GL(V) tel
que Uellipsoide € = T'(B) satisfasse £ C C C y/né.
Un résultat plus général de F. John de 1948 s’applique a tout compact convexe de E

d’intérieur non vide.

Corollaire 3.3. Pour tout convexe symétrique C de E, il existe une base v de E telle que

Py CC CnPy.
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Démonstration. On note que n~"/ 2Pe C B C Pe. Alors, pour T comme dans le théoreme de
Jordan, on a n~Y2T(P,) C C C n'/?T(P,). La conclusion suit car n~Y/2T(P,) = P, pour
une base v de F. ]

a) Le conveze dual de C est
(3.1) C'={xeFE;x-y<1VyeC}.
Comme C = —C, on peut remplacer la condition x -y < 1 par |x -y| < 1 dans (3.1).

Fxemple 3.4. Pour toute base v de F, on trouve
n n 1
P*:{ tz iy tz <1} — —Pv* CP*CPV*
ou v* désigne la base de E duale a v.

Cet exemple montre en particulier que

Py

=, Py+

ou le symbole x,, signifie qu’il existe des constantes ci,co > 0 qui ne dépendent que de n
telles que Pl C 1Py et Pi D coPy+ (ici ¢; = 1 et ¢cg = 1/n). Cette notation permet de
simplifier I’écriture en faisant abstraction des valeurs des constantes. Dans le méme esprit,
on en déduit que

vol(Py) =y, vol(Py-)

pour signifier cette fois qu’il existe des constantes ¢}, ¢, > 0 qui ne dépendent que de n telles
que vol(Py) < ¢jvol(Py+) et vol(Py) < chvol(Py«) (par exemple ¢} = cf et ¢y = cf).

Lemme 3.5. On a vol(C*) =, vol(C)™! pour tout conveze symétrique C de E.

Démonstration. Pour C et v comme au corollaire 3.3, on a

C=, Py, = C" x,P; = Py

v

—  vol(C*) <, vol(Py-) = 4"vol(Py,) " =, vol(C)~". O
On peut montrer que C est le dual de C*, ¢’est-a-dire que (C*)* = C [GL, §14, Theorem 2.

b) Pour chaque entier kK = 1,...,n, on définit

(3.2) C*) = enveloppe convexe des produits x; A - -+ A X, avec X1, ...,x; € C.

Pour un parallélépipede, on trouve 'estimation suivante.
Lemme 3.6. Soit k un entier avec 1 < k <n et soit v.=(vy,...,v,) une base de E. On a
(3.3) N_lpx(k) - 'Pgﬁ) C k!PX(k)

ou N = (Z) et ou v%%) désigne la base de /\kE formée des produits v;, N --- A v;, avec
1< <<y < n.



Démonstration. Soit X € P,wx). Il s’écrit
_ * *
X = E Wiy, Vi, N o AV
1<ig<-<ip<n

avec coefficients |a;, ;.| = |(viy A -+ Av;,) - X| < 1. Comme P, contient les vecteurs
vy, ..., vy, le parallélépipede 77&) contient tous les produits v; A --- A v et par suite il
contient N~'X. Cela démontre la premiere inclusion de (3.3).

Enfin, pour tout choix de vecteurs x;,...,x; € Py et d'entiers 1 < 43 < --- < 1, < n,
on trouve |(x1 A - AXg) - (Viy A-o- A vy )| <kl done xi A - Axy € E!Pyay. La seconde
inclusion s’ensuit. O

Lemme 3.7. Avec les notations du lemme précédant, on a

vol(Py) = vol(Py)" ot K = <Z: D

Démonstration. Soit T: E — FE l'opérateur linéaire qui applique e; sur v; pour chaque
i=1,...,n. On trouve que Py = T"(Pe) et que P,y = (/\kT*)(Pgm), donc vol(Pyw) =
det(A"T*) = det(T*)% = vol(P,)¥. 0

On en déduit I'estimation générale suivante en procédant comme pour le Lemme 3.5.

Lemme 3.8. Pour toutk=1,...,n, on a

vol(C) =, vol(C)X o0 K = (Z : 1)

Enfin, pour n > 2, on a 'analogue suivant du lemme 2.1 en termes de convexes symétriques
au lieu de réseaux.
Lemme 3.9. Sin > 2, lisométrie x: /\"_1E — E applique C"~Y sur un convexe symétrique
K de E avec K =,, vol(C)C*.
Démonstration. Le corollaire 3.3 fournit une base v = (vy,...,v,) de E pour laquelle on a
Py CC C nPy. Grace au lemme 3.6, on obtient

C Y =, (Py)™ ) <, Py,
La formule (2.7) montre que 'isométrie * envoie les n éléments de v("~Y sur les n vecteurs
(VIA AV A AV =E|viA- - Avyve, (1<m<n)
pour un choix de signes £. Donc elle envoie Py -1) sur
Vi A AVl PPy = 27"vol(Py) Py =<, vol(C)C*

grace aux calculs des exemples 3.1 et 3.4, donc K =<, vol(C)C*. O
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4. Minima successifs. (Références: [GL1987], [Sc1980])

Soit A un réseau de E et soit C un convexe symétrique de E. Pour chaque i = 1,...,n,
on définit

Ai(C, A) = le plus petit A > 0 tel que A\C contienne au moins ¢ éléments linéairement
indépendants de A.

Ce minimum existe car C est compact et que A est discret. Les nombres
0<M(C,A) <---<M\(CA)

s’appellent les minima successifs de C par rapport a A (ou de A par rapport a C, selon le
point de vue).

Lemme 4.1. Avec les notations ci-dessus, il existe des éléments linéairement indépendants
X1,...,X, de A tels que

(4.1) x; € M(C,A)C

pouri=1,...,n.
On dit que de tels vecteurs réalisent les minima de C par rapport a A.

Démonstration. Par définition, il existe un vecteur non nul x; de A qui satisfait la condi-
tion (4.1) pour ¢ = 1. Supposons en général que, pour un entier m avec 1 < m < n, on ait
construit Xy, . .., X, € A linéairement indépendants qui satisfont (4.1) pouri =1, ..., m. Par
définition, le produit A,,+1(C, A)C contient au moins m+1 éléments linéairement indépendants
de A. Donc il en contient au moins un en dehors de (xi,...,X,,)r. En notant ce point
X1, O & Maintenant Xy, ..., X, € A linéairement indépendants qui satisfont (4.1) pour
i1=1,...,m+ 1. En procédant ainsi de proche en proche, on construit une suite x1,...,x,
comme requis. 0

Théoréme 4.2 (Minkowski, 1907). Pour tout convexe symétrique C de E et tout réseau A
de E, on a

n n

—covol(A) < vol(C) [ [ (€, A) < 2"covol(A).

n! ,
=1
En particulier dans le cas important ou £ = R" et A = Z", le théoreme donne

—<V01 H)\ ) <2m,

ou N;(C) = N(C,Z") pour i = 1,...,n. Les deux inégalités sont optimales. Celle de droite
est une égalité pour la boule unité C = [—1, 1]™ de R” relativement a la norme du maximum.
Celle de gauche le devient pour la boule unité de R™ pour la norme L, le convexe dual de
[—1,1]™

Dans [Sc1980], Schmidt donne une démonstration de cette inégalité sous la forme
vol(C)M(C) - - M\(C) =, 1

en utilisant le théoreme 3.2 de Jordan pour se ramener au cas d’un ellipsoide. Dans [GL1987],
Gruber et Lekkerkerker en donnent une démonstration complete. Le cas général du théoreme
4.2 s’en déduit aisément.
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Le théoreme de Minkowski permet d’étudier aussi bien des questions d’approximation
homogene que des questions d’approximation inhomogene. Dans le premier cas, on utilise la
conséquence suivante.

Corollaire 4.3. Soient C un convexre symétrique de R"™ de volume au moins 2™. Alors C

contient un point non nul de Z".

2n
vol(C)

Démonstration. On a A(C)" < H)\i(C) < <1, donc A (C) < 1. O
i=1

Pour I'approximation inhomogene, c’est le dernier minimum qui entre en jeu.

Corollaire 4.4. Soient C et A comme au théoréeme 4.2 et soity € E. Il existe x € A tel que
y € x4+ (n/2)AC ou A = X\, (C,A).

Démonstration. Par définition de A, le produit AC contient n points linéairement indépendants
X1,...,X, de A. On peut donc écrire

y:t1X1+"'+tan

pour des nombres réels ti,...,t,. On choisit des entiers ay,...,a, tels que |t; —a;] < 1/2
pour ¢ =1,...,n. Alors le point

X =a1X) + -+ a,X, € A

satisfait
n

n
—x =Yt — a)x; € SAC. O
y—X (t; aZ)XZ€2C

i=1

Théoreme 4.5 (Malher, 1939). Soient C un convexe symétrique de E et A un réseau de E.
Alors, pouri=1,...,n, on a

1< M€ A Ay1—i(C, A) < ()2,

Pour la démonstration, voir [GL1987, §14, Theorem 5]. Pour une démonstration sous la
forme non explicite

)‘i(C*7A*) =n )‘n+1—i(CvA)71 (1 <1< n),
voir [Sc1980, Chapter IV, Theorem 4A].

Théoréme 4.6 (Malher, 1955). Soient C un convexe symétrique de E et A un réseau de E.

Soit k € {1,...,n}, soit N = (Z), et soit ,ugk), . ,,ugl\?) la suite des N produits

listés en ordre croissant. Alors, on a
cm)u < 2E® A0y <p (1< <N,

pour une constante c(n) > 0.
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Démonstration. Posons

Ai = Ni(C,A) (1 <i<n),
(4.2) ) *) .
AP = (e® AW (1< 5 < N),
et choisissons des points linéairement indépendants x1,...,x, de A tels que x; € \;,C pour
1=1,...,n. Pour tout choix d’entiers 1 <i; < --- < i <n, on a

Xi, N AX, € A® N Aiy + )\ikC(k)
Comme les N produits x;, A -+ A x;, sont linéairement indépendants, on en déduit que

)\g-k) < uék) pour 7 =1,..., N, puis que

N (k) N n
1 vol(C vol(C)* ( )K . n—1
=, =, ———— A=l K = .
H A covol(A H covol(A)K H ’ ot k—1
j=1" =1 =1
On conclut que )\5- =, ,ug-) pour j=1,...,N. U

Avec les notations (4.2), le plus petit des produits Aip =N, avee 1 <4 < - < i < n

est N1 = A+ M. Sik < n, le suivant est Nz = A1+ Ag—1Ak+1. Donc le théoreme de
Mahler admet la conséquence suivante.

Corollaire 4.7. Avec les notations (4.2), on a

(4.3) AP =P =
Si k <n, on a aussi
(44) )\ék =n [Lék) = )\1 tee >\k—1)\k+1-

On en déduit le théoreme 4.2 de Minkowski aux constantes pres. En effet, en dimension
n =1, il est facile. On a méme une égalité

)\gn)vol(C(")) — 2covol(A™).

Or le lemme 3.8 donne vol(C™) x,, vol(C) et on obtient covol(A™) = covol()\) grace a la
formule (2.6), donc

AL A,vol(C) =, A ™vol(C™) =, covol(A™) = covol(A).
1

Le théoréme 4.6 de Mahler redonne aussi le théoréme 4.5 sur les minima du convexe dual

C* sin > 2. En effet, avec les mémes notations, il livre, pour i € {1,...,n} fixé,
APY =Y N A
Par ailleurs, les lemmes 2.1 et 3.9 nous apprennent que l'isométrie *: /\ Ve o F applique

A= sur COVOl(A)A* et C=Y sur un convexe symétrique K de E avec K =, vol(C)C*. On
en déduit que

covol(A)

(n=1) _ *) o
A = N\ (K, covol(A)A) =, vol(C)

Ai(C* AY).
Grace au théoreme de Minkowski, on conclut que

vol(C) ) —

\; *A* =, A A il An X A ,Ail
(C*,A") covol(A) +1 +1(C, A)
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Enfin, on retient de la preuve du théoreme 4.6 que si xq, . . . , x,, sont des éléments linéairement
indépendants de A qui réalisent les minima de C par rapport a A, alors, pour k =1,...,n,
le produit x; A - -+ A x;, € AP satisfait

Xi A AXy € ugk)C(’“) =, )\gk)C(’“).

Donc il réalise le premier minimum de C*) par rapport & A® & un facteur pres, borné
supérieurement et inférieurement par des constantes positives qui ne dépendent que de n.
En particulier pour k£ = n, on obtient que

lIx1 A Axpl| < vol(AY”C(")) =, covol(A™) = covol(A).

Donc x4, ...,x, engendrent un sous-groupe de A d’indice fini borné par une fonction de n.
On peut montrer que cet indice est au plus n! [GL1987, §9, équation (13)].
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