DERIVEES FAIBLES

OLIVIER ROUSSEAU

Dans la recherche de solution d’une équation aux dérivées partielles, il faut souvent avoir recours a des
solutions faibles, soit parce qu’il n’existe pas de solution réguliére, soit parce qu’il faut passer par une solution
faible pour obtenir une solution différentiable. Différentes notions de dérivées faibles sont présentées ici. Elles
sont par ordre croissant de régularité : les fonctions intégrables (L'(2)), & variation bornée (BV(Q)), de
Sobolev(W11(Q)) et dérivables. Ce qui donne lieu & une suite d’espaces

INO) C BV(@) C WM(Q) C Q).

0.1. Distributions. Soit D(Q2) = C°(Q) l'espace des fonctions C'™ sur €2 avec support compact avec la
topologie suivante : une suite ¢,, converge vers ¢ dans D(12) si il existe un compact K avec spt¢,, C K pour
chaque n et ¢, converge uniformément vers ¢ sur K.

Définition 1. L’espace des distributions est le dual D'(Q), c’est-a-dire
D'(Q) ={L:D(Q)—R: L est une fonctionnelle linéaire continue }.
Exemple 2. Soit f € L', alors
L; : D(Q)—R,

sm Lo~ [ 19,

est la distribution associée o f. Si f € (L')™, on pose de la méme facon
Ly :D(Q)"—R,

s Ls0 [ 1o
Remarque 3. Le théoréme de Green et le fait que ¢loq = 0 montrent que

Lpsop = /QDf - = /Qfdiv¢ = Lydive.

Ceci suggére

Définition 4. La dérivée d’une distribution L est la distribution
DL :D(Q)"—R,
¢ — Ldive,

De I’exemple précédent, on note que Lpr = DLy.
Définition 5. Soit f € L'. La dérivée au sens des distributions de f est DLj.
0.2. Espaces de Sobolev.

Définition 6. Une fonction f € L' est de Sobolev si Dy est représentable par g € (L*)". C’est-a-dire sil
eziste g € (LY)™ tel que

V¢ € D(Q)" DLy = / fdivg = / g-o.
Q Q
L’espace des fonctions de Sobolev est dénoté par W11(Q).
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0.3. Fonctions a variation bornée.

Définition 7. Une fonction f € L' est a variation bornée si Dy est représentable par une mesure de Radon
finie p € M(Q)™. C’est-a-dire s’il existe up € M(Q)™ tel que

V¢ € D(Q)"  DL; = /Q fdive = /Q e

L’espace des fonctions a variation bornée est dénoté par BV ().

0.4. Conclusion. Les notions de différentiabilité se classent comme suit :
o) © WM(Q) < BV(Q) C CY9)
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