LA THEORIE ZFC DES ENSEMBLES

1. LES DEBUTS DE LA THEORIE DES ENSEMBLES

Georg Cantor (1845-1918) est considéré comme 'inventeur de la théorie des ensem-
bles. La théorie de Cantor reposait sur deux principes, que nous allons maintenant
examiner 1'un apres 'autre. Voici le premier :

I. Deux ensembles sont égaux si et seulement si ils ont les mémes éléments.

1.1. Exemple. Supposons que A et B sont des ensembles satisfaisant :

e2c A 3€ A 4€ A, et 2,3,4 sont les seuls éléments de A
e 2c B 3¢ B,4¢€ B, et 2,3,4 sont les seuls éléments de B.

Alors le principe I implique que A = B.

Le symbole {2, 3,4} désigne I'unique ensemble dont les éléments sont 2, 3,4 (et rien
d’autre). En général, si ay, ..., a, sont des objets quelconques alors {ay, ..., a,} désigne
I'unique ensemble dont les éléments sont précisément a4, ..., a,. Remarquez aussi que

{2,3,4} ={4,2,3} = {2,3,2,4}
puisque tous ces ensembles ont les mémes éléments.

1.2. Exemple. Montrons que {2,3,4} # {2,3}.

Preuve. On a 4 € {2,3,4} et 4 ¢ {2,3}, donc {2,3,4} et {2,3} n'ont pas les mémes
éléments, donc le principe I implique {2, 3,4} # {2, 3}. O

II. Etant donnée une condition P, il existe un ensemble dont les éléments sont
précisément tous les objets qui satisfont cette condition.

On utilise la notation suivante pour désigner cet ensemble :

{z | z satisfait la condition P }.

1.3. Exemple. D’apres le principe 11, les ensembles suivants existent :
e A={z | = estunnombre premier } ={2,3,5,7,11,13,17,...}
(A est 'ensemble de tous les nombres premiers)

e B={x | z estun sous-ensemble de N }
(B est 'ensemble de tous les sous-ensembles de N)

o U= {:c |  est une fonction de N vers N }
(C est I'ensemble de toutes les fonctions de N vers N)
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e U={z | zestun ensemble }
(U est I’ensemble de tous les ensembles, donc en particulier U € U).

Vers le tournant du siecle, plusieurs mathématiciens découvrirent que le Principe 11
avait des conséquences impossibles. Voici un exemple, découvert par Bertrand Russell.

Paradoxe de Russell (1901). Considérons les objets X qui satisfont la condition P
suivante :
P:  “X est un ensemble et X & X”.

Alors d’apres le principe II 'ensemble R = {X | X est un ensemble et X ¢ X } existe
(R est 'ensemble de tous les ensembles qui ne sont pas éléments d’eux-méme). Il y a
alors deux possibilités : soit R € R, soit R ¢ R.

Si R € R alors R satisfait P (car chaque élément de R satisfait cette condition),
donc R est un ensemble qui n’est pas élément de lui-méme, donc R € R, donc

RERet R¢R.

Si R ¢ R alors R est un ensemble qui n’est pas élément de lui-méme, autrement dit R
satisfait P, mais alors R € R (car tout objet qui satisfait la condition P est élément
de R), donc on arrive a la méme conclusion :

RERet R¢R.

Donc, dans un cas comme dans l'autre, R satisfait R € R et R ¢ R.

En résumé, le principe IT implique qu’il existe un ensemble R qui satisfait les deux
conditions R € R et R ¢ R, ce qui est impossible.

D’autres paradoxes ont été découverts, dont au moins un par Cantor lui-méme. Au
tournant du siecle, il était devenu clair que la théorie des ensembles se contredisait
elle-méme et qu'’il était nécessaire de la reconstruire sur des bases logiques plus solides.
Cette période est connue sous le nom de la crise des fondements (parce que toutes les
mathématiques s’appuient sur la théorie des ensembles).

2. INTRODUCTION A LA THEORIE ZFC

On a vu que les principes I et IT de Cantor donnent lieu a une théorie des ensembles
qui se contredit elle-méme. Pour résoudre cette difficulté, Zermelo proposa en 1908 une
liste d’axiomes destinée a remplacer les deux principes de Cantor ; en 1922 Fraenkel
et Skolem apporterent quelques améliorations aux axiomes de Zermelo et le systeme
d’axiomes qui en résulta est connu sous le nom de la théorie “ZF” des ensembles (pour
Zermelo-Fraenkel). Plus tard on ajouta un axiome supplémentaire a la liste : 1'axiome
du choix. “ZFC” désigne le systeme d’axiomes ZF auquel on a ajouté I’axiome du choix.
C’est le systeme qui est utilisé aujourd’hui, donc toutes les mathématiques s’appuient
sur ZFC.

Avant d’énoncer les axiomes de ZFC, expliquons dans quel contexte nous nous
placons.
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Au commencement nous avons deux choses :

e nous avons des objets
e nous avons une relation “€” entre ces objets.

Ces objets et cette relation forment ce que nous appellerons ["univers. Pour I'instant,
la seule chose que nous savons a propos de cet univers c’est que si x,y sont des objets
quelconques alors on a soit « € y, soit =(z € y). On écrira “z ¢ y” comme abbréviation
de =(z € y). Les axiomes que nous allons bientot énoncer sont des conditions que les
objets et la relation € doivent satisfaire.

Exemple. Imaginez un univers qui contient exactement deux objets, disons a et b, et
tel que la relation € est définie par :

ac€b, ad¢a, b¢gb, bé¢a.

Alors cet univers satisfait les trois premiers axiomes ci-dessous mais ne satisfait pas
le quatrieme. En fait on peut montrer qu’'un univers qui satisfait les quatre premiers
axiomes contient nécessairement une infinité d’objets.

La théorie des ensembles est I'étude des univers qui satisfont tous les axiomes de
ZFC. Ces univers sont compliqués et personne n’en a une compréhension complete.

Pour parler de 'univers il est commode d’utiliser des mots connus : les objets seront
appelés des ensembles, et lorsque x € y on dira que x est un élément de y. Il vaut la
peine d’insister : tous les objets de 'univers sont des ensembles, donc il n’existe rien
d’autre que des ensembles et nous ne rencontrerons jamais une “chose” qui n’est pas
un ensemble. En particulier tous les éléments d’un ensemble donné sont eux-méme des
ensembles. Lorsqu’on écrit “x € y”, non seulement y est un ensemble mais x aussi.
Une formule V,(...) doit toujours étre interprétée de la maniére suivante :

“tout objet = de l'univers satisfait la condition (...)"

et puisque “ensemble” est synonyme de “objet”, la méme formule peut aussi étre
traduite par

7

“tout ensemble x satisfait la condition (...)

Similairement, 3,(...) se traduit par “il existe au moins un objet z de I'univers qui
satisfait la condition (...)”, ou encore par “il existe au moins un ensemble = qui satisfait
la condition (...)".

On a dit que “€” était la seule relation entre les objets mais évidemment on a aussi
la relation d’égalité : deux objets z,y peuvent étre égaux, x = y, et comme d’habitude
ceci signifie que x et y sont en fait le méme objet (on n’a pas deux objets mais un seul,
qu’on a nommé deux fois).
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3. LES TROIS PREMIERS AXIOMES DE ZFC

Etant donnés des ensembles z et y, la phrase “x et y ont les mémes éléments” s’écrit
V.(zerx < ze€y).

Si x = y alors forcément x et y ont les mémes éléments, puisque nous parlons du méme
ensemble. Donc dans n’importe quel univers, quel qu’il soit, I’énoncé suivant est vrai :

Voy(t=y = V.(z €2 < z€y)).
On peut se demander si la réciproque est vraie : si x et y sont des ensembles qui ont
les mémes éléments, s’ensuit-il nécessairement que x = y ? Dans certains univers, la
réponse est “non” (voir Ex. 3.1). Nous voulons une théorie des ensembles dans laquelle

la réponse a cette question est “oui”, donc nous nous donnons l'axiome suivant (qui
est exactement le principe “I” de Cantor) :

Axiome 1 (Axiome d’extensionalité). Deux ensembles sont égauz si et seulement si
ils ont les memes éléments.

Voy(t=y < V.(2 €2 < z€y))

3.1. Exemple. Considérez un univers qui a précisément trois objets distincts, a, by, b,
et tel que € est définie par :

acb, acby, ad¢a, Vb ¢a), Vijb ¢&b;).

Alors by # by mais by, by ont les mémes éléments, donc cet univers ne satisfait pas
I’Axiome 1.

Le deuxieme axiome est une version affaiblie du principe “II” de Cantor :

Axiome 2 (Axiome de spécification). Etant donnés un ensemble A et une condition
P(z) sur x, il existe un ensemble B dont les éléments sont précisément les éléments x
de A qui satisfont la condition P(zx).

Ainsi, étant donnés A et P(x), 'axiome affirme lexistence d'un ensemble B qui

satisfait
Vi(r€B < [rt€ A A P(2)]).
Cet ensemble B est unique, en vertu de 'axiome d’extensionalité. On le désigne par la
notation suivante :
B:{SL’EA | P(q:)}

La différence entre I’Axiome 2 et le principe II de Cantor est celle-ci : au lieu de former
un ensemble avec tous les objets x de ['univers qui satisfont la condition P(x), on se
restreint maintenant aux éléments d’un ensemble A.

3.2. Exemple. L’axiome de spécification implique que si A est un ensemble alors
I’ensemble {:c €A | x¢ x} existe, mais l'axiome ne permet pas d’affirmer que
{z | x¢a} existe.
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3.3. Exemple. Considérez un univers dans lequel il y a exactement trois objets, a, b, c,
et tel que € est définie par

a€c, bec, beb (et x ¢y dans tous les cas qui ne sont pas nommés).

e Remarquez que a n’a aucun élément, b a un seul élément, et ¢ a deux éléments ;
donc il n’existe pas deux objets différents qui ont les mémes éléments, donc cet
univers satisfait I’Axiome 1.

e Dans cet univers il n’existe aucun objet x qui satisfait : “a € x et a est le seul
élément de z”; autrement dit, le singleton {a} n’existe pas.

e Cet univers ne satisfait pas ’Axiome 2. En effet, si cet axiome était satisfait
alors ’ensemble B = {x €clazdua } existerait, et en fait B serait le singleton
{a} (car il existe exactement un élément x de ¢ qui satisfait * ¢ x, et cet
élément est x = a). Puisque {a} n’existe pas, ’Axiome 2 n’est pas satisfait.

Pour compléter la présentation de I’Axiome 2 il nous reste a préciser qu’est-ce qu’on
entend par “une condition P(z) sur 2”. Nous dirons que P(z) est une condition sur
x si P(x) est une formule dont la seule variable libre est z. Par exemple, “x ¢ 2" est
une formule dont la seule variable libre est z, donc est une condition sur z.

Voici un exemple plus compliqué : ’expression

d,.(rey N yez)
est une condition sur z (car c’est une formule dont la seule variable libre est z). On
peut donc utiliser cette condition avec I’Axiome 2 pour définir des ensembles : I'axiome
affirme que si A est un ensemble alors I'ensemble {z € A | 3,.(x €y A y € 2)}
existe.

Voici un autre exemple. La formule = ¢ y a deux variables libres x,y, mais si on
remplace la variable y par un ensemble spécifique B on obtient une formule “x ¢ B”
dont la seule variable libre est . Donc “x ¢ B” est une condition sur x et peut donc
étre utilisée avec I’Axiome 2 pour définir des ensembles : si A est un ensemble alors
I’ensemble {ZE cAl|lxz¢B } existe. Prenons note de ce qu’on vient de démontrer :

3.4. Si A, B sont des ensembles alors l’ensemble {x cA|z¢ B} existe.

L’ensemble {x € A | ¢ B} est désigné par A\ B (on lit “A moins B”). Remar-
quez :
V,[t€ A\B < (zx€ A A z¢ B)].

Similairement, I’Axiome 2 implique :
3.5. Si A, B sont des ensembles alors l’ensemble {3: €eA|ze B} existe.
L’ensemble { z € A | z € B} est désigné par AN B. 1l satisfait :
V,[tr€ ANB < (x€ A A z € B)|.

Remarque. Les axiomes qu’on a vus jusqu’ici ne nous permettent pas d’affirmer que
si A et B sont des ensembles alors I'ensemble A U B existe. En effet, considérez un
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univers avec trois objets ag, a1, a2 et tel que a; € a; <= j = ¢+ 1 ; cet univers
satisfait les axiomes 1 et 2 (et aussi 3 ci-dessous), mais a; U ag n’existe pas.

Meéme si on n’a vu que deux des axiomes, on peut déja démontrer quelque-chose
d’intéressant : que I’ensemble de tous les ensembles n’existe pas.

3.6. Proposition. [l n’eziste pas d’ensemble A qui satisfait V,(z € A).

Démonstration. (Par contradiction.) Supposons que :
() Il existe un ensemble A tel que V. (z € A).

Puisque A est un ensemble et puisque “x ¢ x” est une condition sur z, 'axiome de
spécification implique que ’ensemble R = {x cEA|zéx } existe. Notons que R € A,
puisque V,(z € A). Notons aussi que R doit satisfaire une des conditions R € R ou
R ¢ R.
e Si R € R alors (puisque chaque x € R satisfait * ¢ x) on a R ¢ R, donc on a
ReRet R¢ R.
eSiR¢ Ralors Re Aet R¢ R, donc Re {z € A| z ¢z}, donc R € R,
donc R€ Ret R ¢ R.

Donc (par séparation des cas) R satisfait les deux conditions R € R et R ¢ R.
Puisque I'hypothese (x) implique qu'il existe un ensemble R qui satisfait R € R et
R ¢ R, on conclut que (x) est fausse et la preuve est terminée. U

L’univers vide (aucun objet) satisfait les axiomes 1 et 2. Donc pour s’assurer qu'’il
existe au moins un ensemble, nous avons besoin d’un nouvel axiome :

Axiome 3 (Axiome d’existence). Il existe au moins un ensemble.
dp(z = x)

3.7. Proposition. [l existe un et un seul ensemble qui n’a aucun élément. (On ’appelle
I’ensemble vide, et on le désigne par le symbole &.)

Démonstration. En vertu de I'axiome d’existence, il existe au moins un ensemble ;
disons que A est un ensemble. Alors 'axiome de spécification affirme que I’ensemble
suivant existe :
B={teA|t#t}.

Les éléments de B sont les éléments ¢ de A qui satisfont ¢ # ¢, donc B n’a aucun
élément. Ceci montre qu’il existe au moins un ensemble qui n’a aucun élément. Si
B, B’ sont des ensembles qui n’ont aucun élément alors B = B’ en vertu de 'axiome
d’extensionalité. Donc il existe exactement un ensemble qui n’a aucun élément. 0]

3.8. Exercice. Imaginez un univers avec un seul objet a, et tel que a € a. Montrez
que les axiomes 1 et 3 sont satisfaits mais pas 2.
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3.9. Exercice. Considérez un univers avec un seul objet a, et tel que a ¢ a (autrement
dit, le seul objet de I'univers est ’ensemble vide). Montrez que les trois axiomes 1, 2
et 3 sont satisfaits.

3.10. Exercice. Considérez un univers avec deux objets a # b, et tel que
ac€b, ad¢a, b¢gb, bé¢a.
Montrez que les trois axiomes 1, 2 et 3 sont satisfaits.

Résumé. Dans un univers qui satisfait les trois premiers axiomes,

e il n’existe aucun ensemble A qui satisfait V,(z € A)
e 1l existe exactement un ensemble vide.

Remarque. A chaque fois qu’on démontre un théoréme (ou une proposition, ou un
lemme, etc), ce théoreme est valide dans tout univers qui satisfait les axiomes vus avant
le théoreme. Par exemple, 3.4, 3.5 et 3.6 sont valides dans tout univers qui satisfait
les deux premiers axiomes, et 3.7 est valide dans tout univers qui satisfait les trois
premiers axiomes.

4. I INTERSECTION

Montrons maintenant que si A est un ensemble non vide, alors I'intersection de tous
les éléments de A est un ensemble. En fait les deux premiers axiomes suffisent pour
démontrer ceci.

4.1. Proposition. Si A est un ensemble non vide alors il existe un et un seul ensemble
V' dont les éléments sont précisément tous les ensembles x qui satisfont :
x est élément de chaque élément de A.
Démonstration. Puisque A # &, on peut choisir F tel que £ € A. Puisque F est un
ensemble et V,(a € A = x € a) est une condition sur z, 'axiome de spécification
implique que
V={z€eFE |V, (aeA = z€a)}
est un ensemble. Pour un ensemble x quelconque, on a :
reV < rzeFEetV,(ae A = z€a)
<= 1x € E et x est élément de chaque élément de A
<= 1 est élément de chaque élément de A.
Donc I'ensemble V' a la propriété voulue. L’axiome d’extensionalité implique que V' est

unique. U

4.2. Notation. Soient A et V' comme dans 4.1. Alors on écrit V' = [ A, ou encore,

V=X

XeA



8 LA THEORIE ZFC DES ENSEMBLES

Donc si A est un ensemble non vide alors I'ensemble NA existe et satisfait :

Quel que soit l’ensemble x, r€ENA <= Vgea (x €E).

5. LES PAIRES (NON ORDONNEES)

5.1. Notation. Soient x1,...,z, des ensembles. S’il existe un ensemble z dont les
éléments sont précisément x1,...,x, (c’est a dire que xy, ..., x, sont éléments de z et
sont les seuls éléments de z), alors cet ensemble z est unique, en vertu de l’axiome
d’extensionalité. Lorsqu’il existe, on le désignera par z = {z1,...,z,}.

5.2. Exemple. L’univers de 'Exercice 3.10 satisfait les axiomes 1 a 3. Dans cet univers,
il n’existe aucun ensemble z tel que b € z. Donc {b} et {a, b} n’existent pas.

Axiome 4 (Axiome de la paire). Etant donnés des ensembles x et y, il existe un
ensemble z tel que x € z et y € 2.

Vey3:(r €2 Ny € 2)

5.3. Proposition.

(1) Sia est un ensemble alors l'ensemble {a} existe.
(2) Sia etb sont des ensembles alors 'ensemble {a, b} existe.

Démonstration. Prouvons d’abord ’assertion (b). Soient a,b des ensembles. En vertu

de I'axiome de la paire, il existe un ensemble ¢’ qui satisfait a € ¢ et b € . Alors

I’axiome de spécification affirme que I’ensemble suivant existe :
c={zed|z=aV =0}

Alors a et b sont éléments de ¢, et sont les seuls éléments de ¢. Donc ¢ = {a, b}, donc
I'ensemble {a, b} existe et (b) est démontré. Pour démontrer (a) il suffit de remarquer
que D'assertion (b) est aussi valide dans le cas ou a = b. U

On sait maintenant que plusieurs ensembles existent :
o existe —% {o} existe 2 {{o}} existe LR {{{9}}} existe 24

@ et {@} sont des ensembles 24 {@,{2}} existe.

Remarquez que @ # {@} puisque ces ensembles n’ont pas les mémes éléments ({2}
a un élément mais @ n’a aucun élément). Puisque @ # {@}, on voit que 'ensemble
{@,{@}} a précisément deux éléments, donc

=0, y={o}, z={2{o}}
sont trois ensembles différents (z n’a aucun élément, y en a 1, z en a 2). On peut
se demander si 'ensemble {z,y, z} existe mais, a ce stade de la théorie, rien ne nous

permet de Paffirmer (dans certains univers satisfaisant tous les axiomes qu’on a vus
jusqu’ici, on peut trouver des ensembles x,y, z tels que {x,y, z} n’existe pas).

5.4. Exercice. Montrez que {@} # {{@}} et que {{@}} # {{{2}}}.
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6. LA REUNION

Axiome 5 (Axiome de la réunion). Quel que soit l'ensemble A, il existe au moins un
ensemble W qui satisfait : tout élément d’un élément de A est élément de W.

VAEIWVm(Ela(aGA Az €a) = er)

Par exemple, si on a l'ensemble A = {{a, b}, {c, d}} alors il existe au moins un
ensemble W tel que a € W, b € W, c € W et d € W (mais W peut avoir plus
d’éléments que ceux-1a). Comme on I'a fait pour les axiomes 3 et 4, on peut utiliser
I’axiome de spécification pour obtenir une version plus précise de I’Axiome 5 :

6.1. Proposition. Si A est un ensemble alors il existe un et un seul ensemble W dont
les éléments sont précisément tous les ensembles x qui satisfont :

x est élément d’au moins un élément de A.
Démonstration. En vertu de I'axiome de la réunion, il existe un ensemble W' qui sat-

isfait : tout élément d’un élément de A est élément de W’'. Autrement dit, pour tout
objet x I'implication suivante est vraie :

(1) d.(a€e AN x€A) = zeW.

Puisque W’ est un ensemble et 3,(a € A A x € a) est une condition sur z, 'axiome
de spécification affirme que I’ensemble suivant existe :

W={zeW |3 (aeA AN z€a)l
Alors quel que soit 'objet x on a
reW < zeWetI(a€e ANz Ea)

& d(a€e ANz €a)

<= 1z est élément d’au moins un élément de A.
Donc 'ensemble W a la propriété voulue. En vertu de I’axiome d’extensionalité, il ne

peut y avoir qu'un seul W ayant cette propriété. U

6.2. Notation. Si A et W sont comme dans la proposition ci-dessus, on écrit W = [ A,
ou encore W = U X.

XeA

Par exemple, si on a I’ensemble A = {{a, b}, {c, d}} alors |JA = {a,b, ¢, d}.

Donc si A est un ensemble quelconque alors 'ensemble UA existe et satisfait :

Quel que soit 'ensemble x, r€UA <= dgea (r€E).

6.3. Corollaire. Sixy,...,x, sont des ensembles, alors ’ensemble {x1,...,x,} existe.

On sait que 6.3 est vrai lorsque n = 0, 1, 2, montrons le cas n = 3 a titre d’exemple.
Supposons que 1, Ta, 3 sont des ensembles.
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x1, T2 sont des ensembles 24 Pensemble {1, 22} existe
x5 est un ensemble =2 I'ensemble {z3} existe
{1, 22} et {x3} sont des ensembles 24 Jensemble {{z1, z2}, {as}} existe

A= {{z1, 22}, {23} } est un ensemble SL Pensemble UA = {21, 22, z3} existe
6.4. Exercice. Démontrez 6.3 par induction sur n.

6.5. Définition. Etant donné un nombre fini d’ensembles Ey, ..., E,, on définit les
ensembles K1 U---UFE, et B4 N---N E, par

E1UUEn:U{E1,,En}, ElﬂﬂEn:ﬂ{El,,En}

Remarquez que 'ensemble {Ey, ..., E,} existe en vertu de 6.3, donc | J{E1, ..., E,} et
({E,...,E,} existent en vertu de 6.1 et 4.1.

7. SOUS-ENSEMBLES

7.1. Définition. Soit B un ensemble. Un sous-ensemble de B est un ensemble A qui
satisfait :
chaque élément de A est élément de B.

Pour indiquer que A est un sous-ensemble de B on écrit A C B (ou parfois B O A).
Ainsi,
A C B est une abbréviation de V,(r € A=z € B).
On écrira A € B comme abbréviation de =(A C B). Puisque
Vi ireA=2€eB) = d,-(r€eA=2xeB) = I, (x€A N x¢B),
on voit que A € B est équivalent a

J.(reA N x ¢ B).

Remarque. On a les synonymes suivants : A est un sous-ensemble de B, A est une
partie de B, A est inclus dans B.

7.2. Proposition. Pour tout ensemble A, on a @ C A et A C A.

Démonstration. Soit A un ensemble.
Puisque la condition V,(z € @ = x € A) est satisfaite, on a @ C A. Puisque la
condition V,(z € A = = € A) est satisfaite, on a A C A. O

Remarque. On peut aussi démontrer @ C A par contradiction : supposons que
g A alors 3,(z € I N x ¢ A), donc 3,(x € &), contradiction.

Remarque. Si A est un ensemble et P(x) une condition sur x alors I’ensemble
{z € A| P(x)} est un sous-ensemble de A.

7.3. Théoréme. Etant donnés des ensembles A et B,

A=B <+« (ACB AN BCA).
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Démonstration. Exercice. O

7.4. Définition. Soit z un ensemble. S’il existe un ensemble p satisfaisant
Ve(x €p <= x C2),

alors p est appelé [’ensemble des parties de z et est désigné par le symbole §£(z), ou
simplement £ z.

7.5. Proposition. Si z est un ensemble fini alors § z existe.

Démonstration. Puisque z a un nombre fini d’éléments, il s’ensuit qu’il existe un nombre
fini d’ensembles = qui satisfont x C z. Donc on peut considérer la liste complete

T1y.v. Ty
de toutes les parties x; de z. En vertu de 6.3 I'ensemble {zy,...,x,} existe, donc il
existe un ensemble dont les éléments sont les parties de z. O

7.6. Exemple. Si z = {a, b, ¢} alors
©z=1{2, {a}, {b}, {c}, {a,b}, {a,c}, {b,c}, {a,b,c} }.

Nous voulons une théorie des ensembles dans laquelle § z existe méme lorsque z est
un ensemble infini. Pour cela, nous avons besoin d’un nouvel axiome :

Axiome 6 (Axiome de ’ensemble des parties). Quel que soit [’ensemble z, il existe au
moins un ensemble p ayant la propriété suivante : tout sous-ensemble de z est élément
de p.

V. 3,V.(r C 2z = x €p)

7.7. Proposition. Quel que soit [’ensemble z, § z existe.

Démonstration. Soit z un ensemble.

L’Axiome 6 implique qu’il existe au moins un ensemble p’ qui satisfait : tout sous-
ensemble de z est élément de p’. On choisit un tel ensemble p’, alors on a :
(2) Vo(z Cz = z€p).

Puisque p’ est un ensemble et “z C 2” est une condition sur x, 'axiome de spécification
implique que I'ensemble suivant existe :

p={zep |zCz}.
Pour un ensemble x quelconque,

reEp > (vepetzC2) <g> x C z

donc I'ensemble p satisfait la condition V,(x € p <= x C 2), donc p = § z. ([l
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Remarque. Dans la démonstration ci-dessus on affirme que “x C z” est une condition
sur x. Voici pourquoi. Remarquons d’abord que “x C 2”7 est une abbréviation de

(3) Vit ex=1te€z).

Si on considere que z, z sont des variables, alors (3) est une formule avec deux variables
libres (z et z). Cependant, z n’est pas une variable, mais plutot un ensemble spécifique
(parce qu'on a commencé la preuve en disant “Soit z un ensemble”). Donc z est la
seule variable libre de (3) et c’est pourquoi cette formule est une condition sur z.

7.8. Définition. Si les ensembles A et B satisfont A C B et A # B, on dit que A est
un sous-ensemble propre de B et on écrit A C B (ou parfois B D A).

8. DIGRESSION : LE LANGAGE DE LA THEORIE DES ENSEMBLES

Le langage de la théorie des ensembles, que nous désignerons par le symbole L, est
constitué de toutes les formules logiques qu’on peut écrire en utilisant seulement les
symboles suivants :

e une infinité de variables (les lettres, qu’on peut aussi indicer ; par exemple
a,...,z, A ..., Z, ap,ay,as,..., etc.)
e les sept symboles logiques : =, A, V, =, <V, 3
e les parentheses “(” et “)”
e les deux symboles € et =.
Les symboles ci-dessus constituent notre alphabet pour écrire les formules ; nous ’appellerons
I’alphabet A. Par exemple, les trois formules

rey N ~(zey) d(xey V z=y) Vo3 (r ey V x=y)

appartiennent a £, mais V,3,(x C y) n’appartient pas a £ car le symbole C n’est pas

dans A.

Il est permis d’élargir le langage L en ajoutant des nouveaux symboles a I’alphabet,
a condition qu’il soit possible de définir chaque nouveau symbole en utilisant seulement
des symboles de A. Par exemple, on définit les nouveaux symboles ¢, #, C, Z et C

par :
x ¢y signifie —(x € y)

x #y signifie -(z =y)
x Cy signifieV,(z €z = z € y)
x €y signifie =(x Cy), quisignifie -V, (z €2 = z€y)
x Cy signifie x Cy A z#y, quisignifieV,(z€x = z€y) A ~(z=1y).

On obtient alors un langage élargi (appelons-le L’ pour l'instant) qui contient plus de

symboles que L. Par exemple, Vyvz((y CzANzCy) = y= z) est une formule de
L’ mais pas de L. Remarquez que chaque formule de L’ est une abbréviation d’une
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formule (plus compliquée) de L. Par exemple V,V.((y C 2z A 2 Cy) = y = z) est
une abbréviation de

VV.([Vilzrey=>a€2) AVi(z€z=mey)] = y=2)
Ainsi, méme si L’ contient plus de symboles que L, il ne permet pas d’exprimer plus
d’idées. C’est seulement pour des raisons de commodité (pour avoir des formules moins
compliquées) qu’on élargit le langage.

Dans les sections précédentes, plusieurs autres symboles ont été ajoutés a ’alphabet :
@, U, N, \, £, ainsi que des expressions telles que {x,y}. N'importe quelle formule qui
utilise ces nouveaux symboles peut étre remplacée par une formule de L. Par exemple,
@ € z est une abbréviation de 3,[v € z A V;~(t € v)]. Voici un exemple plus compliqué.

8.1. Exemple. Soit ¢’ la formule 3,(Uz € y) du langage élargi. On sait que ¢’ est
une abbréviation d’une formule ¢ de L. Cherchons une telle formule . Remarquons
d’abord que “Uz € y” est une abbréviation de 3,[w € y A w = Uz|. Ensuite :

3,(Uz € y)
3,3uw ey AN w= Uz
J,3uw ey AN Vit ew <= t € Ux)
(4) EIyElw[wa AN Vit ew <= F [t €xg N g Ex])}

Désignons par ¢ la formule (4). Alors 3,(Uz € y) est une abbréviation de ¢ et on peut
constater que @ est une formule de L.

Les remarques ci-dessus ont leur importance relativement a 1'utilisation de ’axiome
de spécification (voir Axiome 2). Pour comprendre cet axiome, il faut comprendre ce
qu’est une “condition sur 7. On a donné une définition provisoire juste apres 3.3, on
peut maintenant étre un peu plus précis :

8.2. Définition.

(i) Si ¢ est une formule de £ dont la seule variable libre est x, alors ¢ est une
condition sur z.
(ii) Si ¢’ est une formule du langage élargi qui satisfait
' est une abbréviation d’une formule ¢ de L
et la seule variable libre de ¢ est x,
alors ¢ est une condition sur z.

8.3. Exemple. Supposons que A est un ensemble. L’axiome de spécification affirme
que si 3,(Uz € y) est une condition sur z alors I’ensemble

B={zeA|3,(Uzey)}

existe. Donc on doit s’assurer que 3,(Uz € y) est une condition sur z. On a vu en 8.1
que 3,(Uz € y) est une abbréviation d'une formule ¢ de L (¢ est (4)). On constate
que z est la seule variable libre de ¢ donc, en vertu de la partie (ii) de la Définition 8.2,
3,(Uz € y) est une condition sur . Donc B existe.
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Remarquez que dans 'Exemple 8.1 ¢ et ¢’ ont les mémes variables libres (la seule
variable libre est z, pour les deux formules). Le principe suivant affirme que c’est
toujours le cas :

Si la formule @' (du langage élargi) est une abbréviation de la formule
© (de L), alors ¢ et @' ont les mémes variables libres.
En combinant I'affirmation ci-dessus avec la Définition 8.2, on obtient la tres utile

8.4. Proposition. Supposons que ¢’ est une formule du langage élargi et que x est la
seule variable libre de ©'. Alors ' est une condidition sur x.

8.5. Exemple. Soit A un ensemble. L’axiome de spécification affirme que si
3,(#(y) € Uzx) est une condition sur z alors I'ensemble

B={zeA|3,(Py) e uz)}

existe. Il est clair que 3,(§(y) € Uz) est une formule (du langage élargi) dont la seule
variable libre est x. Grace a 8.4, on peut tout de suite conclure que 3,(#(y) € Uz)
est une condition sur z, sans qu’on ait besoin de trouver une formule ¢ de L dont
3,(#(y) € Uzx) est une abbréviation.

9. LES PAIRES ORDONNEES

On sait que si a, b sont des ensembles alors les ensembles {a} et {a, b} existent, donc
I'ensemble {{a}, {a,b}} existe aussi.

9.1. Définition. Etant donnés des ensembles a et b, Vensemble {{a},{a,b}} sera
désigné par le symbole (a,b). L’ensemble (a,b) est appelé une paire ordonnée. Plus
précisément, on dit qu'un ensemble x est une paire ordonnée s’il existe des ensembles
a et b tels que z = (a, b).

9.2. Exemple. Sia =@ et b= {2} alors
(a,b) = {{a}.{a,b}} = {{2}.{2.{2}}}
(b,a) = {{0},{b,a}} = {{{@}}, {@. {2}}}
9.3. Exercice. L’ensemble {&,{@}} est-il une paire ordonnée 7 Et {{@}} 7

9.4. Montrons que la phrase “r est une paire ordonnée” est une condition sur z. Cette
phrase s’écrit

dop [z = (a,b)]
et ceci est une formule du langage élargi dont la seule variable libre est . En vertu de
la Proposition 8.4, c¢’est une condition sur .

9.5. Théoréme (Propriété fondamentale des paires ordonnées).
Quels que soient les ensembles a, b, a’ etV/, (a,b) = (a',V) <= (a=da N b=1V).
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Démonstration. L'implication “<” est évidente.
Preuve de “=". Soient a, b, a’ et b" des ensembles qui satisfont (a,b) = (a’, ). Ecrivons
E = (a,b) = (d', V). Puisque
NE =N(a,b) = N{{a},{a,b}} = {a} N {a,b} = {a}
et
NE =n(d, V) =n{{d},{d,0}} ={d} n{d,V} ={d'},
on obtient {a} = {a'}. Puisque a € {a} et {a} = {a'} on a a € {d'}, donc a = d'.
Similairement, on a
UE = U(a,b) = U{{a}, {a,b}} = {a} U{a,b} = {a, b}

et

UE =U(d, V) =U{{d'},{d,b'}} ={d}U{d, b} = {d, 1},
donc {a,b} = {a’,V'}. Puisque {a,b} = {d’,0'} et {a} = {a’}, on a aussi
(5) {a.b}\ {a} = {d" '} \ {d'}.

Montrons que b = b’ par séparation des cas :

e Si a=balors {a,b} = {b}, donc ¥/ € {d', '} = {a,b} = {b}, donc b’ =b.

e Si a # b alors {a,b} \ {a} = {b}, donc (5) implique que {a’,0'} \ {a'} = {b}.
Puisque b € {b} on a donc b € {a’,b'} \ {d'}, donc b € {a',0'} et b # a’, donc
b=1.

Donc b = V. On a montré que a = a’ et b = ', donc la preuve est terminée. O

9.6. Théoréme. Etant donnés des ensembles A et B, il existe un ensemble P dont les
éléments sont toutes les paires (a,b) telles que a € A et b € B.

Remarque. L’ensemble P est unique, en vertu de I’Axiome 1. On appelle P le produit
cartésien de A et B, et on écrit P = A x B. Donc le théoreme affirme que, étant
donnés des ensembles A, B quelconques, A X B existe.

Démonstration de 9.6. Soient A et B des ensembles. Commencons par prouver les
deux affirmations suivantes:

(6) il existe un ensemble E tel que Vyea Viep [(a,b) € E,

(7) I'expression J,e4 Jpep [ = (a,b)] est une condition sur .

Montrons (6). Puisque A et B sont des ensembles, les ensembles AU B, £(AU B) et
2 P(AU B) existent. Sia € Aetbe B alors {a} et {a,b} sont deux sous-ensembles
de AUB, donc {a} € P(AU B) et {a,b} € P(AU B), donc {{a},{a,b}} C (AU B),
donc (a,b) = {{a},{a,b}} € P (AU B). On vient de montrer que

vaEA viB [(a'7 b) € pp(AU B)]?
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donc (6) est démontré. Pour montrer (7) on commence par récrire J,c 4 Jpep [2 = (a, b)]
sous la forme

(8) . F}jlae A ANbeB A x=(a,b)].

Remarquez que dans la formule (8), A et B ne sont pas des variables mais des ensembles
spécifiques car on a commencé la preuve par “Soient A et B des ensembles”. Donc x
est la seule variable libre de (8) et, en vertu de 8.4, (7) est démontré.

Puisque les affirmations (6) et (7) sont vraies, 'axiome de spécification affirme que
Pensemble P = {x € E | JyeaFhep[r = (a,b)] } existe. Alors on a pour tout
ensemble x

r€P <= z€F A JucaTen[r = (a,b)]
< 3aEA EIbEB [‘T = (a’7 b)]
<= 1 est une paire (a,b) telle que a € A et b € B,
autrement dit P satisfait la condition demandée. U
9.7. Théoréme. Soit R un ensemble de paires ordonnées (chaque élément de R est
une paire ordonnée). Alors il existe des ensembles Ry et Ry tels que :

(i) les éléments de Ry sont les ensembles x qui satisfont 3;[(x,t) € R]
(ii) les éléments de Ry sont les ensembles x qui satisfont 3;[(t, x) € R].

Remarque. Dans le théoreme, R; est ’ensemble des premieres coordonnées des éléments
de R, et Ry est ’ensemble des deuxiemes coordonnées. On dit que R; est la premaiere
projection de R, et que Ry est la deuxiéme projection. Remarquez que les ensem-
bles Ry et R, satisfaisant (i) et (ii) sont uniques, en vertu de I’Axiome 1. Remar-
quez aussi (exercice!) que (i) et (ii) impliquent que R C Ry x Ry. (Par exemple, si
R ={(a,a),(a,b),(a,c)} alors Ry = {a} et Ry = {a,b,c}.)

Démonstration de 9.7. Soit (a,b) € R. Puisque {a,b} € (a,b) € R, on voit que {a, b}
est élément d’au moins un élément de R, donc {a,b} € UR. Puisque a € {a,b} € UR,
a est élément d’au moins un élément de UR, donc a € UU R. Puisque b € {a,b} € UR,
on a aussi b € UU R. Ceci montre que :

9) Si (a,b) € R alorsa e UUR etb e UU R.
Puisque U U R est un ensemble et puisque (en vertu de 8.4) chacune des formules
Hl(z.t) € R, F[(t,z) € R]
est une condition sur x, I’Axiome 2 affirme que les ensembles suivants existent :
Ri={x€UUR | 3(z,t) €R]}, Ro={xzec€UUR | 3(t,x) € R }.
Montrons que R; satisfait (i). Pour un ensemble x quelconque,

rER <= re€UUR A F(x,t) € R]

& 3w, t) € R,
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donc effectivement R; satisfait (i). (Expliquons “<” dans la derniére biconditionnelle :
si x satisfait 3;[(x,t) € R] alors (9) implique que = € UU R, donc x satisfait x €
UUR A 3[(z,t) € R].)

La preuve que Rj satisfait (ii) est similaire, et nous I'omettons. OJ

LES SOUS-ENSEMBLES DE A X B

Supposons que A et B sont des ensembles. Alors ’ensemble
U={(z,y) eAxB|zcy}

existe-t-il 7 On a envie de répondre que oui, en vertu de 'axiome de spécification,
mais il y a un probleme technique : la formule logique “x € y” a deux variables libres,
et pour utiliser 'axiome on a besoin d'une formule ayant une seule variable libre. On
peut résoudre cette difficulté en remarquant que le méme ensemble U de ci-dessus peut
aussi s’écrire
U={z€AxB|3,,(z=(x,y) Az ey)}

et que z est la seule variable libre de 3,, (2 = (z,y) Az € y). Donc, en vertu de
I’axiome de spécification, ’ensemble U existe.

L’exemple ci-dessus est un cas particulier du résultat suivant :

9.8. Lemme. Soient A et B des ensembles, et soit P(x,y) une formule (du langage
élargi) dont toutes les variables libres sont parmi x,y. Alors l’ensemble

{(x,y) € Ax B | P(z,y) }
existe.
Dans le lemme ci-dessus, dire que les variables libres de P(z,y) sont parmi z,y

signifie que P(x,y) peut avoir deux variables libres (z et y), mais elle peut aussi en
avoir une seule (seulement z, ou seulement y), et elle peut méme n’en avoir aucune.

Démonstration de 9.8. Lanotation { (z,y) € AxB | P(z,y) } n’est qu'une abbréviation
de
{z€AxB |3yl =(x,y) A Pla,y)}

et ce dernier ensemble existe en vertu de ’Axiome 2. O

LES n-UPLETS ORDONNES

9.9. Définition. Etant donnés des ensembles ai,...,ay,, on définit le n-uplet ordonné
(ai,...,a,) récursivement :

o (aj,a9) = {{a1},{ar1,a2}}

e si(ay,...,a,_1) adéja été défini, on pose (a,...,a,) = ((a1,...,a,-1),an).
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Par exemple dans le cas n = 3 la définition donne

(a,b,¢) = ((a,b), ) = {{(a, B} {(a. b>,c}}

= Lttt o). {tlah (o0}, 0} )

et dans le cas n = 4, (a,b,c,d) = ((a,b,¢),d) = (((a,b),c),d) = etc. Notez bien que
tout n-uplet ordonné (ay,...,a,) est un ensemble.

9.10. Théoréme.

(a) Quels que soient les ensembles aq, ..., a, et al,... al

) Vo

(ai,...,a,) = (ay,...,a,) <= (ag=da} N -+ N a,=ad).

(b) Etant donnés des ensembles Aq, ..., A,, il existe un ensemble P dont les éléments
sont tous les n-uplets ordonnés (aq, ..., ay) tels que a; € Ay, ..., a, € A,.

Remarques. (1) Le Théoreme 9.7 peut également étre généralisé au cas des n-
uplets, mais nous ne le ferons pas.
(2) Dans I'assertion (b) du Théoreme 9.10, ’ensemble P est unique, et est appelé le
produit cartésien de Ay, ..., A,. Onécrit P = A;x---xA,. Donc 'assertion (b)
affirme que A; x --- x A, existe, quels que soient les ensembles Aq,..., A,.

Démonstration de 9.10(a). “<=" est évident. Prouvons “==" par induction sur n. Le
cas n = 2 est déja démontré (9.5). Supposons que n > 3 et que I'assertion est vraie
pour les (n — 1)-uplets.

Supposons que ap,...,a, et aj,...,al, sont des ensembles tels que (ay,...,a,) =

(ay,...,al,). Alors
((ala e aan—l)a an) = (ala s ’an) = (alla SR a’/n) - ((alla . 'a;z—l)a a;z)
Puisque ((ai,...,a,-1),a,) = ((d},...al,_;),al), 9.5 implique que
(ay,...,an_1)=(a},...a,_;) et a,=a,.
Puisque (ay,...,a,-1) = (a},...a/,_;), 'hypothese d’induction implique que
ap=aj N - A a1 =a,_ ;.

Donc ay =a}y A -+ A a, =a,. O

La partie (b) se démontre de fagon similaire, par induction sur n. Nous omettons
cette preuve, mais remarquez tout de méme qu’on a les égalités suivantes :

A1XA2XA3:(A1XA2)XA3,
A1XA2XA3XA4:(A1XAQXAg)XA4:((A1XA2)XA3)XA4, etc.
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10. LES FAMILLES

10.1. Définition. Une famille est un ensemble F' qui satisfait les conditions suivantes :

e chaque élément de F' est une paire ordonnée
® Voyuws ([(1,01) €F A (2,40) € F] = 41 = 1)

10.2. Exemple. Définissons les ensembles 0, 1, 2 par
0=0, 1={o}, 2={o{o}}

et remarquons que 0 # 1, 0 £ 2 et 1 # 2. Soient u, v des ensembles quelconques. Alors
I’ensemble

F= {(07 U)v (17 u)? (2’ U)}
est une famille. Notez que les projections de F' sont Fy = {0,1,2} et Fy = {u,v}.
Remarquez aussi que si u # v alors U'ensemble F' = {(0,u), (0,v), (1,u), (2,v)} n’est
pas une famille.

10.3. Vocabulaire et notations. Supposons que F' est une famille. Notons [ la
premiere projection de F' (donc I = F}, voir 9.7). Alors on dit que I est I’ensemble des
indices et que F' est une famille indicée par I. La définition de famille implique que,
pour chaque i € I, il existe un et un seul ensemble y qui satisfait (i,y) € F' ; si cet

ensemble y est noté A; on écrit alors F' = (Ai)ie .

Attention : N’oubliez pas qu’une famille est toujours un ensemble de paires ordonnées
(voir déf. 10.1) méme lorsqu’on utilise la notation (Ai)ie ; bour la représenter.

10.4. Exemple. Soient I = {0,1,2}, Ay = v, Ay = u, Ay = v. Alors (Ai)ie[ est la
famille de 'exemple 10.2, c¢’est a dire que

(Ai)ief = {(07 U)? (17 U), (2’ U)}
Donc F = (A;)ier et F = {(0,v), (1,u), (2,v)} sont deux notations qui désignent le

méme ensemble F' (la méme famille F).

10.5. Notation. Si F' = (Ai)ie[ est une famille quelconque alors F' est un ensemble
de paires ordonnées, donc la seconde projection de F' existe. On définit I’ensemble
{A; | i €I} delamaniere suivante :

{A; | i €1} = laseconde projection de F.
On définit ensuite les ensembles UAi et ﬂ A; par :
iel iel
el el
(dans le cas de I'intersection, on a besoin de supposer que ’ensemble {Ai | iel }
soit non vide, ce qui revient a supposer que F' # &, ou encore que I # &). On a donc



20 LA THEORIE ZFC DES ENSEMBLES

pour tout x :
re|JA = Fig@ed), we)A = Viglzed).
iel i€l
10.6. Exemple. Soit (Ai)ig la famille de I'exemple 10.4. Alors
{A; |iel}={Ay A, A} ={v,u,v} = {u,v}

donc |, .; Ai = W{u, v} =uUvet ., 4 =N{u,v} =uno.

el el

11. LES FONCTIONS

11.1. Définition. Voici deux définitions équivalentes du concept de fonction :

(1) Une fonction est un triplet ordonné (A, B, F') satisfaisant :
FCAXB AN Vpea3dlyenl(z,y) € Fl.
(2) Une fonction est un triplet ordonné (A, B, F') satisfaisant :
I est une famille, F} = A et Fy, C B,
ou F; est la i-ieme projection de F' (voir 9.7).

11.2. Définition. Supposons que f = (A, B, F') est une fonction.

1) A est appelé le domaine de f (dom(f) = A).
2) B est appelé le codomaine de f (codom(f) = B).

)
3) On dit que f est une fonction de A vers B ; on écrit f: A — Bou A ENY:)
4) Si (a,b) € F alors on écrit f(a) = b. Autrement dit, si a € A alors f(a) désigne
I'unique élément de B qui satisfait (a, f(a)) € F.

(5) Puisque F' est un ensemble de paires ordonnées, on peut considérer les projec-
tions Fi et Fy de F. La deuxieme projection satisfait F, C B, mais n’est pas
nécessairement égale a B. Le sous-ensemble F, de B est appelé limage de f.
Autrement dit,

lm(f) :FZ = {ye B | erA[(xay) € F]}: {yEB | EIJCEA[f(x) :y]}
L’image de f est aussi désignée par f(A).

(
(
(
(

11.3. Exercice. Considérons le singleton A = {@} et soit f : A — A 'unique fonction
de A vers A (donc f(@) = @). D’apres la définition de fonction ci-dessus, on a

f=(AAF)ouF ={(2,9)}. Montrez que f = {{{{{2}}}}}.

11.4. Montrons que si F est un ensemble quelconque, la fonction identité ip : £ — F
existe.

En vertu de 9.8, ensemble D = {(z,y) € Ex E | z = y} existe, donc le
triplet (E, E, D) existe aussi. Il est clair que D C E x E et vous pouvez vérifier
que Yypep lyer [(z,y) € D], donc le triplet (E, E, D) est une fonction de E vers E. On
définit ip = (F, E, D). Alors pour chaque x € F on a (z,z) € D, donc ig(z) = x.
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En résumé, pour un ensemble E quelconque on a défini une fonction i : £ — E qui
satisfait V,ep ig(z) = x. On l'appelle la fonction identité de E.

11.5. Soient A L+ B % ¢ des fonctions, disons f = (A,B,F) et g = (B,C,G).
Montrons que la fonction composée go f: A — C existe.

En vertu de 9.8, I'ensemble H = { (z,2) € Ax C | Jyepl(z,y) €F A (y,2) €G]}
existe, donc le triplet (A,C, H) existe. Il est clair que H C A x C' et vous pouvez
vérifier que Vyea 3ec [(z, 2) € H], donc le triplet (A, C, H) est une fonction de A vers
C'. On définit go f = (A,C, H). Vérifiez que cette fonction go f : A — C satisfait

Voea (9o f)(x) = g(f(x)).
11.6. Exercice. Soient A L B % ¢ D des fonctions. Montrez que
(hog)of=ho(gof).
11.7. Proposition. Etant donnés des ensembles A et B, il existe un ensemble dont les
éléments sont précisément toutes les fonctions de A vers B.

Démonstration. Soient A et B des ensembles. On doit démontrer les deux affirmations
suivantes :

(10) il existe un ensemble FE satisfaisant : toute fonction de A vers B est un élément

de E
(11) la phrase “f est une fonction de A vers B” est une condition sur f.

En effet, si (10) et (11) sont vrais alors I’Axiome 2 implique que I’ensemble
{ f € E | f estune fonction de A vers B }

existe, et il est clair que cet ensemble satisfait la condition demandée. Donc il suffit de
prouver (10) et (11).

Vous pouvez vérifier que chaque fonction de A vers B est un élément de

{A} x {B} x (A x B).
Donc (10) est vrai. La phrase “f est une fonction de A vers B” s’écrit
3r (f=(A,B,F) AN FCAxB A Vieadlyes|(z,y) € F))

Puisque A, B ne sont pas des variables (ce sont des ensembles donnés d’avance), f est
la seule variable libre de la formule ci-dessus. En vertu de 8.4, cette formule est une
condition sur f. Donc (11) est démontré. d

11.8. Notation. L’ensemble de toutes les fonctions de A vers B est désigné par B4,
La Proposition 11.7 montre que si A, B sont des ensembles alors B4 existe.

11.9. Exercice. Soit B un ensemble quelconque. Montrez que le triplet f = (&, B, @)
est une fonction de & vers B, et est la seule fonction de & vers B. Donc B? = {f} est
un singleton. L’unique fonction f de @ vers B est appelée la “fonction vide”, méme si
f # @. L’ensemble f possede combien d’éléments ?
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QUELQUES PROPRIETES DES FONCTIONS

11.10. Définition. Soient A, B des ensembles et f : A — B une fonction.
(1) Dans le cas particulier ou im(f) = B, on dit que f est une fonction surjective.
Autrement dit, f est surjective si Vyep Jpea [f(z) = y].
(2) [ est injective si Vo, goea (f(21) = [(22) = 31 = 22).
(3) f est bijective si elle est injective et surjective.

11.11. Exercice. Montrez que ig : E — FE est bijective (quel que soit F).

11.12. Exercice. Soit f : A — B une fonction. Montrez que foiq = f et igo f = f.

f
Avant de lire la prochaine définition, remarquez que si A ——= B sont des fonctions
g

alorsonaAﬂAetB&B.

11.13. Définition. Une fonction f : A — B est inversible si il existe au moins une
fonction g : B — A satisfaisant

gof=tia N [fog=ip.

11.14. Lemme. Si f : A — B est une fonction inversible, alors il existe exactement
une fonction g : B — A satisfaisant go f =i et fog = ip. (Définition : g est appelée
Uinverse de f. On écrit parfois g = f~1.)

11.15. Théoreme. Une fonction est inversible si et seulement si elle est bijective.

FONCTIONS ET FAMILLES

11.16. Si I et B sont des ensembles et f : I — B est une fonction alors f est un triplet,
disons f = (I, B, F), et la composante F' de ce triplet est une famille. Ainsi, toute
fonction f détermine une famille F'. Si on représente F' en utilisant la notation des
familles, on a F' = (f(i))

iel”
11.17. Soit F' = (Ai)z‘el une famille quelconque (voir 10.1, 10.3). Si B est n’importe
quel ensemble tel que Fy C B, alors le triplet f = (I, B, F') est une fonction de I vers
B. Cette fonction satisfait

Vier (i) = A;.
Notez que la famille F' ne détermine pas une fonction unique : pour chaque choix d’un
B tel que F;, C B, on obtient une fonction de I vers B. Toutes les fonctions ainsi
obtenues a partir de F' ont le méme domaine I et sont définies par la méme ‘“regle” (la
regle est la famille F).
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12. L’AXIOME DE L’ INFINI

En vertu des cing premiers axiomes, si y est un ensemble quelconque alors I’ensemble
y U {y} existe et est unique. Ecrivons y* = y U {y} comme abbréviation. On dit que
y* est le successeur de y. Par exemple, on a

o =ou{e}t={a} e {o}" ={gtu{{e}}={2 {o}}
12.1. Exercice. Montrez que pour tout ensemble y on ay € y™ et y C y™.

12.2. Définition. On dit qu’un ensemble A est inductif si il satisfait les deux conditions

geA et VYy(ye A=yt e A).

12.3. Exercice. Montrez que si A et B sont des ensembles inductifs alors AN B est
un ensemble inductif.

12.4. Lemme. Supposons que E est un ensemble non vide qui satisfait :
Chaque élément de E est un ensemble inductif.

Alors NE est un ensemble inductif.
12.5. Exercice. Démontrez le Lemme 12.4.
12.6. Lemme. La phrase “x est un ensemble inductif” est une condition sur x.

Démonstration. La phrase “z est un ensemble inductif” peut s’écrire
(12) gex AN Vy(yexr=y"en).

L’expression (12) est une formule (du langage élargi) dont la seule variable libre est x,
donc en vertu de 8.4 on conclut que (12) est une condition sur z. 0

Axiome 7 (Axiome de l'infini). Il existe au moins un ensemble inductif.

12.7. Théoréme. I existe exactement un ensemble w qui satisfait les deur conditions
suivantes :

e w est un ensemble inductif
o w est inclus (C) dans tout ensemble inductif.

Démonstration. En vertu de I’Axiome 7, il existe un ensemble inductif A. Considérons
I’ensemble
E={z€®A | zest un ensemble inductif }.

Cet ensemble existe, parce que § A est un ensemble et “z est un ensemble inductif”
est une condition sur x (voir 12.6). Notons que F # & (puisque A € E), et que chaque
élément de E est un ensemble inductif ; donc le Lemme 12.4 implique que NE est un
ensemble inductif. On définit

w=NE.
Il reste a montrer que w est inclus dans tout ensemble inductif. Soit B un ensemble
inductif quelconque. Alors AN B est un ensemble inductif (Exercice 12.3) et AN B €
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2 A, donc AN B € E. Puisque NE C C pour tout C € E, ona NE C AN B C B,
donc w C B.

On a montré 'existence d’au moins un ensemble inductif w qui est inclus dans tout
ensemble inductif. Un tel ensemble est forcément unique. En effet, supposons que w’
est aussi un ensemble inductif inclus dans tout ensemble inductif. Alors on a w C w’
et w C w, donc w = w'. O

12.8. Définition. Les éléments de w sont appelés les nombres naturels.
En particulier, on définit les nombres naturels 0,1, 2, 3,4, 5 de la maniere suivante :

0=g
1=0"=0U{0}={0} ={o}
2=1"=1U{1} ={0,1} = {2,{o}}
3— 2 =20 {2} = {0,1,2} = {2, {2}, {2, {2}}}
4=3" 5=4".

12.9. Exercice. Prouvez que 2 # 3.

Le théoreme suivant résume les propriétés les plus importantes des nombres naturels.

12.10. Théoréme (Axiomes de Peano). L’ensemble w, I’élément O et l'opération “*”
ont les propriétés sutvantes.

Ho0ew

(IT) sin € w alorsn™ € w

(II1) 4l n’existe aucun n € w qui satisfait n™ =0

(IV) si m,n € w satisfont m* =n* alors m =n

(V) si S est une partie de w satisfaisant 0 € S et V,(n € S = nt € S), alors

S =w.

Démonstration de (1), (IT), (III) et (V). Puisque w est un ensemble inductif, (I) et (II)
sont vrais. S'il existe un ensemble n tel que nt = 0 alors nU{n} =0 = &, doncn € &,
contradiction (donc (IIT) est vrai). Puisque w est inclus dans tout ensemble inductif,
(V) est vrai (car le S dans (V) est un ensemble inductif). O

La Proposition 12.16 ci-dessous fournira la preuve de l'assertion (IV), et completera
donc la démonstration des Axiomes de Peano. L’assertion (V) est appelée le principe
d’induction.

12.11. Définition. On dit qu’'un ensemble A est transitif si il satisfait la condition

Voylteye A= o e A).

12.12. Exercice. Vérifiez que la phrase “x est un ensemble transitif” est une condition
sur x.
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12.13. Exercice. Montrez qu'un ensemble A est transitif si et seulement si il satisfait
la condition Vy(y € A=y C A).

12.14. Exercice. Montrez que si s est un ensemble transitif alors s™ est un ensemble
transitif.

12.15. Proposition. Chaque élément de w est un ensemble transitif.

Démonstration. Puisque w est un ensemble et (voir Ex. 12.12) la phrase “z est un
ensemble transitif” est une condition sur x, 'axiome de spécification implique que
I’ensemble

S ={z €w | z est un ensemble transitif }
existe. Il est clair que S C w, et pour démontrer la proposition on doit prouver que
w C S. Donc il suffit de montrer que S est un ensemble inductif (car w est inclus dans
tout ensemble inductif).

e Puisque @ € w et @ est un ensemble transitif, on a & € S.
e Soit s € S. Puisque s € w (car s € w et w est un ensemble inductif) et puisque
sT est transitif (voir Ex. 12.14), on a sT € S. Ainsi, Vs(s € S = sT € 9).
Les deux points ci-dessus montrent que S est un ensemble inductif, ce qui termine la
démonstration. O

12.16. Proposition. Si x,y € w satisfont v+ =y, alors x = y.

Démonstration. Soient x,y € w.

Supposons que x+ C y*. Alors x € 27 =yt = yU{y}, donc x € y ou z = y. On
déduit que = C y par séparation des cas : si x € y alors x C y puisque y est transitif
(cf. 12.15, 12.13) ; et si z = y alors # C y. Donc z C y.

On a montré que 2+ C yT implique  C y. Donc

T =yt = (@t Cyt Ayt Cat) = @Cy AyCa) = z=4y.
O

La démonstration du Théoreme 12.10 est maintenant complete.

Pour conclure, on remarque que l'opération successeur (r +— x*) est en fait une
fonction de w vers w. En effet, I'ensemble S = { (z,y) € w xw | y =™ } existe, donc
I'ensemble s = (w,w, S) existe ; ce triplet est une fonction s : w — w et s(z) = ™ pour
tout € w. Remarquez aussi que s est injective, en vertu de 12.16 (ou de 12.10(IV)).
Donc :

12.17. Proposition. La fonction s : w — w, s(x) = x, existe et est injective.
13. LA RELATION D’ORDRE DANS w
Nous allons démontrer plusieurs propriétés de ’ensemble w des nombres naturels.

13.1. Lemme. Quel que soit n € w, il n’existe aucun x tel que n C x € n.
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Démonstration. 11 faut montrer que I'ensemble S = {n € w | 4, (n C x € n) } est égal
a w. En vertu du principe d’induction (la partie (V) de 12.10) il suffit de montrer que
(1) 0 € S (rappel : 0= Q)
(2) Vo(ne S =nt €5)
L’assertion (1) est claire (si 0 ¢ S alors il existe x tel que 0 C z € 0 = &, ce qui est
faux). Montrons (2) par contradiction : supposons que n € w satisfait

neS Anté¢gs.
Puisque n* ¢ S, il existe = tel que
ntCrent.

On ax en=nU{n}, donc z € nouz =n.

Siz €nalorsn Cn't Cx €n contredit n € S.

Six =n alorsn € n® C x = n implique n € n, donc n C n € n, et ceci contredit
nes.

Donc dans les deux cas on a une contradiction. Ceci démontre (2) et complete la
démonstration du lemme. O

13.2. Corollaire. Chaque n € w satisfait n & n.
Démonstration. Si n € n alors avec x =n on an C x € n, ce qui contredit 13.1. U

13.3. Définition. On définit un sous-ensemble < de w X w par
<={(mn)ewxw|men}.
Autrement dit, on définit la relation binaire < sur I’ensemble w en stipulant que

Vinew M <N men.
13.4. Lemme. La relation < est transitive et satisfait A,y en (x <y N y < x).

Démonstration. Supposons que x,¥, z € w satisfont z <y ety < z. Alorsxz € y € z et
(voir 12.15) z est un ensemble transitif, donc = € z, donc x < z. Ainsi, < est transitive.
Supposons qu’il existe z,y € w satisfaisant © < y et y < x. Alors © < x par
transitivité, donc x € =z, ce qui contredit 13.2. Cette contradiction montre que
Aoyew (. <y N y<ux). O
13.5. Définition. On définit la relation binaire < sur w par
r<y & (x<y V z=y).
Le lemme 13.4 implique que < est un ordre partiel sur w :
L vwa (SU S SL’)
o Voysew (<y A y<z)=az<2)
.vx,yEw ((xgy A ySl’)il’Zy)
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Nous allons montrer que (w, <) est bien ordonné ; cependant la premieére étape est
de montrer qu’il est totalement ordonné.

On définit les symboles > et > de la maniere habituelle : x > y signifie y < x et
x > y signifie y < z.

13.6. Lemme. Chaque n € w satisfait n < n* et n > 0.

Proof. Quel que soit n € w, on an € n™, donc n < n™ par définition de <.
Soit S ={n€w | n>0} Alors0 € S est évident. De plus, si n € S alors
0 <n<n®doncnt >0,doncn™ € S. En vertu de la partie (V) de 12.10, S =w. O

Remarque. Le Lemme 13.6 implique que 0 est élément minimum de (w, <).
13.7. Lemme. Y, 5e, (m <nt <= m <n).

Démonstration. Soient m,n € w. Alors
m<nt < ment=nU{n} < (menoum=n) < (m <noum=n).
O

13.8. Proposition. (w, <) est totalement ordonné.

Proof. Pour chaque n € w, on définit ’ensemble
Sn)={zew|n<z Vn=zVn>z}

Pour démontrer la proposition, on doit montrer que V¢, (S(n) = w). Autrement dit il
faut prouver que 8 = w, ot on définit § = {n € w | S(n) =w }. En vertu du principe
d’induction (12.10.V), pour prouver que 8§ = w il suffit de prouver les deux assertions
suivantes :

(1)0es

(2) V,(n€e 8= nt €8

Preuve de (1). Soit m € w. Alors 13.6 implique que m > 0, donc
O<m VvV 0=m VvV 0>m,

donc m € S(0). Ceci montre que S(0) = w, donc 0 € 8.

Preuve de (2). Supposons que n € 8§ (donc n € w est tel que S(n) = w). On doit
montrer que nt € § ; autrement dit, on doit prouver que S(n") = w. Pour montrer
que S(nt) = w, il suffit de vérifier que

(2.1) 0 € S(n™)

(2.2) ¥V, (m € S(nt) = m* € S(nh)).

En résumé, la preuve de la Proposition sera terminée aussitot qu’on aura prouvé (2.1)
et (2.2).

Le lemme 13.6 implique que nt > 0, donc (2.1) est clair. Pour prouver (2.2) on

considere m € S(n™) et on doit montrer que m* € S(n™). Puisque m € S(n™"),

nt<m VvV nt>m
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et puisque m* € w = S(n),
n<mbt VvV n>m".
On a donc
(i)nt <m ou (ii))n>m% ou (iii) (n" >m A n<m").
e Si (i) est satisfaite alors n™ < m < m™*, donc n™ < m™, donc m* € S(n*).

e Si (ii) est satisfaite alors nt > n > m™*, donc n* > m™*, donc m* € S(n™).
e Si (iii) est satisfaite alors m < n™, donc (voir 13.7) m < n ; et n < m™, donc
n < m. Ainsi, m = n et conséquemment m* =n*, donc m* € S(n*).

Donc m*™ € S(n™), par séparation des cas. Ceci prouve (2.2) et complete la
démonstration de la proposition. O

13.9. Théoréme. (w, <) est bien ordonné.

Démonstration. Pour chaque n € w, on définit (—oo,n| = {x cwl|lz<n } Nous
dirons (seulement dans cette preuve) que le nombre naturel n est “bon” si :

toute partie A de w qui satisfait (—oo,n] N A # & posséde un élément minimum.

Pour démontrer le théoreme, il suffit de montrer que chaque élément de w est bon. En
effet, si c’est le cas et si @ # A C w alors on peut choisir n € A, alors n est bon et
(—o0,n| N A # @, donc A possede un élément minimum.

Montrons que chaque élément de w est bon. Par induction (12.10.V), il suffit de
montrer que 0 est bon et que V¢, (n bon = n™ bon).

Le Lemme 13.6 implique que 0 est élément minimum de (w, <). Il s’ensuit que 0 est
bon. En effet, (—oo,0] = {0}, donc (—o0,0]N A # & implique que 0 € A, qui implique
que 0 est élément minimum de A.

Supposons que n € w est bon, et montrons que n* est bon. Soit A une partie de w
telle que (—oo,n™] N A # @. Notons que

(—oo,ntINA={nt} Vv (—oo,nt|NA#{nt}
Montrons que, dans les deux cas, A possede un élément minimum.
e Si (—oo,nT|NA={n"} alors nT est '’élément minimum de A. En effet, soit
x € A. Puisque (w, <) est totalement ordonné,
nt>z Vv nt<a.

Sint >z alors x € (—oo,n"]NA = {nt}, donc x = n*, donc n*t < z ; si
nt <z alors n™ < z. Donc Vyea (nt < ).

e Si (—oo,nT] N A # {n'} alors (puisque (—oo,n™] N A # @) il existe m €
(—oo,nT] N A tel que m # n*. Puisque m € (—oo,n*] et m # nt, on a
m < n't, donc (13.7) m < n, donc m € (—oo,n|NA. Puisque (—oo,n]NA # &
et n est bon, A posséde un élément minimum.
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Ainsi, A posséde un élément minimum. Ceci montre que n* est bon, ce qui termine
la preuve (par induction) que chaque élément de w est bon. Donc (w, <) est bien
ordonné. 0

13.10. Corollaire. Quels que soient m,n € w, on a m < n < m C n.

Démonstration. Rappelons que si n € w alors (12.15) n est transitif, donc (12.13) tout
élément de n est un sous-ensemble de n. Ceci implique que si m,n € w satisfont m < n
alors m <n = m € n=m Cn. En fait on a m C n, car on a m < n (donc m # n)
par hypothese. Donc m <n = m Cn.

Réciproquement, supposons que m,n € w satisfont m C n. En vertu de 13.8 on a

m<nV m=nV m>n.

Or, m = n est impossible puisque m C n, et m > n est impossible puisque le premier
paragraphe montre que cette condition implique m D n, qui est incompatible avec
I’hypothese m C n. La condition m < n doit donc étre satisfaite. U

14. UN PEU D’ARITHMETIQUE

Supposons que A est un ensemble, o : A — A est une fonction et ag € A. Alors on
aimerait définir une fonction f : w — A qui satisfait :

f(0) =ao, f(1)=ala), [(2)=alala)), f(3)=ala(ala))), etc.
Cette facon de définir une fonction s’appelle une definition récursive, parce que
f(n™) est défini en termes de f(n) :

f(0) = ao, f(1) =a(f(0), f2)=a(f(1), [fB)=alf(2), etc.

Le théoreme suivant affirme que cette fonction f existe et est unique, donc il sera
dorénavant permis de définir une fonction de maniere récursive. Ce résultat porte le
nom de Théoreme de récursion. Il existe aussi un théoreme de récursion transfinie,
plus général que celui-ci, mais nous n’en parlerons pas.

14.1. Théoreme. Supposons que A est un ensemble, a : A — A est une fonction et
ag € A. Alors il existe exactement une fonction f :w — A satisfaisant

f0)=ao et Ve, f(n7) =a(f(n)).

Pour la démonstration, voir p. 48 de Naive Set Theory, de P. Halmos.

Nous allons maintenant appliquer ce théoreme au cas ol A =w et a: w — w est la
fonction successeur, c’est a dire que a(n) = n* pour tout n € w (on a vu en 12.17 que
n— n't est effectivement une fonction de w vers w).

Soit m € w. En vertu du Théoreme de récursion 14.1, il existe une et une seule
fonction s, : w — w satisfaisant

sm(0)=m et Vaewsm(n®) = (s(n))".
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Nous venons de définir une infinité de fonctions : nous avons s,, : w — w pour chaque
m € w. Ces fonctions satisfont

(13) \V/méw Sx(o) =T

(14) vx,yEw 5$(y+) = Sa:(y)+'

14.2. Définition. Etant donnés m,n € w, on définit m +n = s,,(n).
Pour le lemme suivant, rappelons que la définition de 1 est 1 = 0.

14.3. Lemme. Pour chaquen € w, ona n+0=n et n+1=nT.

Démonstration. Soit n € w, alors n+0 142 sn(0) B et n +1'% $p(1) = s,(07) =

s, (0)F B+ O
14.4. Lemme. Y} pe (K+m)+n=k+ (m+n)

Démonstration. Soit S ={n € w | Vimeo (k+m)+n==Fk+(m+n)}. Alors il faut
montrer que S = w, donc il suffit de montrer que 0 € S et que sin € S alors n™ € S.
Quels que soient k,m € w, on a

) (g) (13) 4.2

(k+m)+0 2 510m(0) = k+m = k4 5,(0) 'Z2 &+ (m +0),
donc 0 € S. Supposons que n € S, donc n satisfait :
(15) Vimew (K+m)+n==Fk+ (m+n).
Soient k,m € w, alors

b+m)+n" 22 s () D (s0imm) ™ 22 ((k+m) +0)" 2 (k4 (m+n)*

2 sim )t 2 su(m o+ ) ) s ) 2 selon(n) ko (m+0?)

et on a montré que Vi mew (k+m)+nt =k+ (m+n"). Donc nt € S et la preuve
est terminée. O
14.5. Lemme (Loi de la simplification). Vy, 40 yew [T1 + Yy =22 +y = 1 = 29
Démonstration. On doit montrer que S = w, ot on définit :

S={yew | Vamest1+y=a22+y = z1=21] }.

Donc il suffit de montrer que (i) 0 € Set (i) V, (y € S=y* € 9).
(i) I1 faut montrer que Y, poew [£1 +0 =224+ 0 = x1 = x3]. Solent 1,22 € w tels
que 1 +0 =25+ 0 ; en vertu de 14.3, z; = 21 + 0 = 29 + 0 = x5. Donc (i) est clair.
(ii) Supposons que y € S, donc : Vi, pew [T1 + Y = 22 +y = 1 = x2]. On doit
montrer que Vi, mew[T1 +yT = 22 +yt = w1 = x]. Solent x,75 € w tels que
x1 +yt = a9 +yt, alors

21+ YT =5, y") =50, ()T = (w14 y)"
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et similairement x5 + y* = (22 +y)*. Donc (x; +y)* = (x2 + y)* donc (en vertu de
12.16 ou de 12.10(IV)) =1 + y = @9 + y. Puisque y € S on conclut que z; = 5. Ceci
démontre (ii), et complete la démonstration de la loi de la simplification. 0

Si on voulait continuer la théorie des nombres naturels, il faudrait maintenant :

montrer que 'addition est commutative

e montrer que Yy, 4, yew [T1 < T2 = T1+ Yy < T2+ Y]
e définir la multiplication et démontrer ses propriétés
e etc.

15. BREF APERQU DE LA
CONSTRUCTION DES ENSEMBLES DE NOMBRES Z, Q ET R

A partir de maintenant on écrira N = w et on supposera qu’on a déja démontré toutes
les propriétés élémentaires de N (les propriétés de I’addition, de la multiplication et de
la relation d’ordre). Nous allons indiquer (tres brievement) comment on peut construire
Z, Q et R. Tout ceci peut se faire en se basant sur les Axiomes 1 a 7.

DEN A Z
On définit la relation ~ sur I’ensemble N x N par
(a,b) ~ (a",V) <= (a+b =b+d dans N).

15.1. Exercice. Montrez que ~ est une relation d’équivalence sur ’ensemble N x N
(pour la transitivité, on a besoin d’utiliser la loi de la simplification 14.5).

On définit
Z = lensemble des classes d’équivalence (pour la relation ~ sur N x N).

Disons que [a, b] désigne la classe d’équivalence de (a,b) € N x N.

15.2. Lemme. Supposons que X